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Введение понятия универсальной машины Тьюринга было положено в основу аксиоматики обра-

ботки информации, а само понятие «информация» введено как алгоритмическое определение носи-
теля данных. Синтаксис алгоритмического представления информационных процессов стал базисом 
для систем сбора, обработки и представления данных для лица, принимающего решение. Однако 
переход образовательных процессов в ИТ от классических к квантовым представлениям столкнулся 
с рядом методологических трудностей, одна из которых – освоение физических представлений 
квантовой механики, квантовой теории информации и квантовой термодинамики. Релятивистская 
механика с представлениями метрик пространства – времени и интерпретацией релятивистских 
эффектов в квантовой теории информации только усилили трудности освоения и практической 
реализации проектов Индустрия 5.0 / 6.0. В результате разрыв между подготовкой ИТ-
специалистов нового поколения существенно затянулся и потребовалось существенно пересмот-
реть сам образовательный процесс.  

В статье представлен опыт изложения основ описания и физической интерпретации кванто-
вых процессов для ИТ-специалистов, разработчиков систем управления и робототехники, опираясь 
на представления классической стохастической механики и теории случайных процессов, вводя по 
мере необходимости дополнительные понятия и их формализованное представления, которые сле-
дуют из принятой классической формы. 

 

Ключевые слова: Индустрия 5.0 / 6.0, квантовые сквозные информационные технологии, кванто-

вое управление, квантовые процессы, описание и физическая интерпретация. 
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The introduction of the concept of a universal Turing machine was the basis for the axiomatics of 

information processing, and the concept of "information" itself was introduced as an algorithmic definition 
of a data carrier. The syntax of algorithmic representation of information processes has become the basis for 
data collection, processing and presentation systems for the decision-making. However, the transition of 
educational processes in IT from classical to quantum concepts has faced a number of methodological 
difficulties, one of which is mastering the physical concepts of quantum mechanics, quantum information 
theory and quantum thermodynamics. Relativistic mechanics with representations of space–time metrics and 
interpretation of relativistic effects in quantum information theory only increased the difficulties of mastering 
and practical implementation of Industry 5.0 / 6.0 projects. As a result, the gap between the training of new 
generation IT specialists was significantly prolonged and it was necessary to significantly revise the 
education process itself. 

The article presents the experience of presenting the basics of the description and physical 
interpretation of quantum processes for IT specialists, developers of control systems and robotics, based on 
the concepts of classical stochastic mechanics and the theory of random processes, introducing additional 
concepts and their formalized representations, which follow from the accepted classical form, as necessary. 
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1. Введение: Особенности взаимосвязей моделей классической и кван-
товой механик  

Тезис Черча-Тьюринга положил основу алгоритмического представления информационных тех-

нологий (ИТ) вне зависимости от аппаратной реализации информационных процессов. Введение 

понятия универсальной машины Тьюринга было положено в основу аксиоматики обработки инфор-

мации, а само понятие «информация» введено как алгоритмическое определение носителя данных. 

Синтаксис алгоритмического представления информационных процессов стал базисом для систем 

сбора, обработки и представления данных для лица, принимающего решение. Ландауэр показал в 

1961г., что информация является одновременно физическим процессом, Манин и Фейнман показали 

целесообразность применения квантовых вычислений и квантового компьютера, Дейч, Беннет, Шор 

и Гровер уточнили тезис Черча-Тьюринга, показав существование решения классических алгоритми-

чески неразрешимых задач, применив квантовые алгоритмы.  

Однако переход образовательных процессов в ИТ от классических к квантовым представлениям 

столкнулся с рядом методологических трудностей, одна из которых – освоение физических представ-

лений квантовой механики, квантовой теории информации и квантовой термодинамики. Релятивист-

ская механика с представлениями метрик пространства – времени и интерпретацией релятивистских 

эффектов в квантовой теории информации только усилила трудности освоения и практической реа-

лизации проектов Индустрия 5.0 / 6.0. В результате разрыв между подготовкой ИТ-специалистов 

нового поколения существенно затянулся и потребовалось существенно пересмотреть сам образова-

тельный процесс.  

В данной статье излагается опыт изложения основ описания и физической интерпретации кван-

товых процессов для ИТ-специалистов, разработчиков систем управления и робототехники, опираясь 

на представления классической стохастической механики и теории случайных процессов, вводя по 

мере необходимости дополнительные понятия и их формализованное представления, которые следу-

ют из принятой классической формы. Поясним предварительно принятый подход наглядными при-

мерами, которые авторы применяют в процессах ИТ-образования магистерских программ.  

Пример. Классическая механика имеет три традиционные формы описания: механика Ньютона, 

Эйлера-Лагранжа и Гамильтона, описываемые соответствующими уравнениями Ньютона, Лагранжа 

2-го рода и Гамильтона-Якоби. При определенных ограничениях на обобщенные координаты и связи 

(склерономные, голономные, диссипативные, и т.п.) можно описывать различные модели исследуе-

мых математических объектов. В частности, уравнение Гамильтона-Якоби и его физическая интер-

претация как волновой формы классической механики часто вызывает трудности. Доступно и ясно 

воспринимаются традиционно уравнения Лагранжа как корпускулярной формы классической меха-

ники и вывод на его основе уравнений движения физической системы как объекта управления. Но 

тяжело воспринимается ИТ-специалистами вывод уравнения Лагранжа на основе вариационного 

принципа наименьшего действия.  Например, вызывает существенные трудности физическая интер-

претация и математическая сущность ответа на вопрос почему полная энергия объекта есть сумма 

кинетической и потенциальной энергий, а его Лагранжиан определяется в виде разности между  

кинетической и потенциальной энергиями. В результате разработка и понимание, например, принци-

пов работы и методов построения структур гамильтоновых, порт-гамильтоновых и лагранжевых 

искусственных нейронных сетей для глубокого машинного обучения, адаптации и оптимизации 

алгоритмов сложных систем управления, вызывает у ИТ-специалистов большие трудности.  

Из педагогических целей рассмотрим особенности корпускулярного и волнового методов описа-

ния моделей классической механики и их взаимосвязь. Прежде всего, отметим некоторые физические 

особенности описания моделей механики.  

1.1. Элементы аналитической механики 

В механике сплошных сред различают лагранжев и эйлеров подходы описания сред [1].  

При лагранжевом подходе к описанию среды следят за движением каждой частицы среды. При-

чем координаты частицы в каждый момент времени зависят от ее начальных координат (т. е. момент 
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0t  ) и данного момента времени. При эйлеровом описании движения среды наблюдают за тем, что 

происходит в данном элементе объема 3-мерного пространства. В этом случае наблюдают за различ-

ными частицами, попадающими в данный элемент объема в разные моменты времени. Таким обра-

зом, при лагранжевом описании скорость каждой частицы среды является функцией ее начальных 

координат и времени. При эйлеровом описании скорость движения каждой частицы среды является 

функцией времени и координат той точки среды, в которой она в данный момент находится. То же 

самое относится ко всем другим механическим функциям, описывающим движение среды.  

Обсудим предварительно поучительный пример взаимосвязи подходов к построению моделей 

описания движения системы.  

Пример: Вывод уравнения Лагранжа из уравнения Ньютона. Рассмотрим движение частицы в 

форме уравнения Ньютона (см. рис. 1). 

 

Рис. 1. Схема движения системы 

Уравнение движения частицы, согласно второму закону Ньютона (или следуя методу проекции 

действующих на материальное тело сил), имеет вид: 

2

2 i

i

d y
m F f mg

dt
   , 

где f  – внешняя сила, а mg  – сила гравитации, действующая на частицу. Преобразуем данное урав-

нение к виду  

2
2

2

1

2

d y d d d d
m m y m y T

dt dt dt dt y dt y

       
               

, 

где 21

2
T my  – кинетическая энергия частицы. В свою очередь, имеем  mg mgy U

y y

 
 
 

 – по-

тенциальная энергия частицы.  

Тогда уравнение Ньютона можно переписать в виде уравнения Лагранжа как  

d
f

dt y y

  
  

  
L L . 

где Лагранжиан L  имеет традиционную форму T U L .  

Рассмотрим теперь движение частицы в потенциальном поле и Лагранжианом вида 

 
21

2
T U q U q   L . В этом случае из уравнения Лагранжа имеем  

 0 .
d d

q U q
dt q q dt q

   
    

   
L L  



Сетевое научное издание «Системный анализ в науке и образовании»           Выпуск №1, 2023 год 

 

99 

Таким образом, имеем уравнение  qq U q , т.е. закон Ньютона.  

Пример: Вывод уравнения Гамильтона Якоби из уравнения Ньютона. Запишем уравнение дви-

жения в форме Ньютона в следующем эквивалентном виде: 

 , 0
dυ

m U x t
dt

  ,                                                        (1)  

где  ,U x t   потенциальное поле, градиент  ,U U x t
x


 


 которого пропорционален силовому 

полю. Согласно векторному анализу, полная производная векторной функции имеет следующий вид: 

 
     

,
, , ,

dυ x t
υ x t υ x t υ x t

dt t


  


.                                                (2)  

Таким образом, полная производная состоит из двух переменных слагаемых: первое слагаемое 

характеризует изменение функции  ,υ x t  в данном месте пространства; второе слагаемое характери-

зует изменение функции  ,υ x t , происходящее благодаря тому, что рассматриваемая частица перено-

сится в пространстве  из одной точки в другую. Второе слагаемое    , ,υ x t υ x t  называют поэтому 

конвективным членом, так как оно возникает в связи с переносом (конвекцией) частицы жидкости. 

Дальнейшее обобщение такого подхода заключается в построении моделей параллельного переноса в 

римановом пространстве и рассмотрено в [2].  

Из векторного анализа известно также следующее соотношение: 

         a b a b b a a b b a            .                              (3) 

Тогда из (2) и (3) следует 

          21
, , , , ,

2

d
υ x t υ x t υ x t υ x t υ x t

dt t


        .                              (4)  

Подставляя (4) уравнение в исходное уравнение движения (1), получим 

 

 

          2, , , , , 0
2

m
m υ x t υ x t mυ x t υ x t U x t

t


           

.                           (5) 

Ранее было сделано предположение, что векторное поле скоростей порождается скалярной 

функцией с помощью соотношения в виде: 

        
1

, ,υ x t S x t
m

  .                                                                     (6) 

Подставляя (6) в (5), получаем равенство 

          
21

, , , 0
2

S x t S x t U x t
t m

 
        

.                                            (7) 

При выводе (7) использовалось тождество  , 0S x t     .  

В выражении (7) в фигурных скобках величина является скаляром, поэтому 
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21

, , , 0
2

S x t S x t U x t
t m


     

,                                                 (8) 

что совпадает с уравнением Гамильтона-Якоби. Таким образом, выражение (8) есть уравнение Га-

мильтона-Якоби для системы, описываемой уравнением движения (1).  

Пример. Отметим здесь также случай, когда частица движется в потенциальном поле при нали-

чии диссипативной силы. В этом случае уравнение движения имеет вид: 0
dυ

m U αυ
dt

   . Приме-

няя изложенную методику к данному уравнению, получим  

       
21

, , , , 0
2

α
S x t S x t S x t U x t

t m m


      

.                            (9) 

Уравнение (9) является уравнением Гамильтона-Якоби с диссипацией [3].  

Более общий подход определения неголономного уравнения Гамильтона-Якоби с учетом дисси-

пативных сил рассмотрен во многих работах [4–6]. Из педагогических целей рассмотрим особенности 

корпускулярного и волнового методов описания моделей классической механики и их взаимосвязь.  

Пример: Взаимоотношение уравнений Эйлера-Лагранжа и Гамильтона-Якоби. Рассмотрим эй-

леров подход на основе уравнения Гамильтона-Якоби (волновая механика), описывающего механику 

движения потока частиц, и его связь с лагранжевым методом описания движения частицы на основе 

уравнения Ньютона (корпускулярная механика). Так как    
1

, ,υ x t S x t
m

  , то примем функцию 

Лагранжа в виде 
21

2
T U S U    L  (m = 1). Тогда, с учетом принципа наименьшего действия 

S dt L  имеем  
2

уравнение Гамильтона-Якоби
уравнение Лагранжа 2-го рода

1
0

2

d dS
S U x

dt q q dt

  
      

  
L L , т.е. из уравнения Лагранжа получили 

уравнение Гамильтона-Якоби.  

Следовательно, установлена эквивалентность корпускулярной и волновой форм представления 

моделей классической механики. 

Отметим здесь также случай, когда частица движется в потенциальном поле при наличии дисси-

пативной силы. В этом случае уравнение движения имеет вид: 0
dυ

m U αυ
dt

   . Применяя изло-

женную методику к данному уравнению, получим  

       
21

, , , , 0
2

α
S x t S x t S x t U x t

t m m


      

                                   (10) 

Уравнение (10) является уравнением Гамильтона-Якоби с диссипацией [3].  

 

1.2. Стохастическая (классическая / квантовая) механика 

С математической точки зрения (при определенных условиях и без потери общности) случайный 

процесс  X t  определяется условным (интегральным) распределением вероятностей 

        0 0 0 0, , , , , , ,n n n n nF x t x t x t P X t X X t x X t x     и    0 0 2, , , , , , ,n n n n nF x t x t x t F x t x t , 

или для (дифференциальной) функции плотности распределения вероятностей  

   0 0 2, , , , , , ,n n n n nf x t x t x t f x t x t . 
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С точки зрения механики движения точки переход из точки  0 0,x t  в точку  ,n nx t  осуществля-

ется через промежуточные точки в хронологическом порядке, что не противоречит интуитивному 

пространственно-временному представлению о причинно-следственных связях и логических выводов 

отношений «прошлое-будущее» в классической механике. Если обозначить вероятность   P X t x  

в виде  ,F x t  или     ,f x t P x x t x dx    , то, применяя отмеченное замечание о непрерывности 

перехода из точки в точку на траектории движения, можно записать данное утверждение перехода из 

точки  0 0,x t  в точку  ,n nx t  как промежуточных вероятностных состояний  2 , ,f x t x t   в виде соот-

ношения Чепмена-Колмогорова 

     2 0 0 2 2 0 0, , , , , ,f x t x t f x t x t f x t x t dx      ,  0 ,t t t  ,               (11) 

и 

     2 2 2, , , ,f x t f x t x t f x t dx      , t t  .                              (12) 

Пример. Вывод уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова. Введем определения следующих коэф-

фициентов (моменты n-порядка)  

2( ,Δ) ( ) ( | ,Δ) n

na z x z f x z dz  ,                                                   (13) 

и для 
0 0t   из (11) можно получить соотношение 

2 0 2 2 0( | , Δ) ( | ,Δ) ( | , )f x x t f x z f z x t dz   .                                         (14) 

Допустим, что предел / Δna  отличен от нуля для 1,2n  , т.е. имеем 

1 2

Δ 0 Δ 0

( ,Δ) ( ,Δ)
( , ) lim ,     ( , ) lim

Δ Δ

a z a z
A z t B z t

 
  ,                                      (15) 

которые носят наименования коэффициентов сноса и диффузии соответственно. 

Из соотношения Чепмена-Колмогорова (14) после интегрирования по частям получим 

2

2
2 0 2 02

1
( ) { [ ( ) ( | , )] [ ( ) ( | , )]} ( )

2

f
φ x dx A z f z x t B z f z x t φ z dz

t z z
  

  

  
,                  (16) 

где  φ x  определяется как некоторая гладкая функция, которая в пределе x  стремится к нулю. 

Так как это условие выполняется для 
φ

, то получим соотношение 

2

2 0
2 0 2 02

( | , ) 1
[ ( | , ) ( , )] [ ( | , ) ( , )]

2

f x x t
f x x t A z t f z x t B x t

t x x
  

  

  
,                (17) 

которое называется уравнением Фоккера-Планка-Колмогорова (ФПК). 

Рассмотрим связь вывода уравнения ФПК (17) с выводом уравнения Шредингера. 

Пример. Вывод уравнения Шредингера из уравнения ФПК. Если положить в уравнении (17) ко-

эффициент ( )
i

B x
m

  , и применить стандартное преобразование  

2 0 2 0

0

1
( | , )exp{ ( , ) } ( | , )

2

x

f x x t A θ t dθ ψ x x t                                     (18) 
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то уравнение ФПК (17) редуцируется в виде 

22

2 0 2 0
2 02

( | , ) ( | , )
( , ) ( | , )

2

ψ x x t ψ x x t
i V x t ψ x x t

t m x
 

 

 
                             (19) 

где 2

0

( , )
( , ) ( ( ))   

2 2

t
m dA i A θ t

V x t A x i dθ
dx t

   



, или в более традиционной форме 

22

2
( , )

2

ψψ
i V x t ψ

t m x
 



 
.                                                     (20) 

Это и есть уравнение Шредингера в стандартной форме (19) или идентичном виде (20). Таким 

образом, уравнения ФПК (17) и Шредингера (20) связаны аналитически и выводятся из простого 

понятия вероятности события без привлечения понятий механики движения [7]. Данная квантовая 

модель в виде уравнения Шредингера (20) служит основой нанотехнологий и квантовой инженерии, в 

частности, моделей квантового управления, квантовых вычислений и квантовых алгоритмов [8].  

Пример: Уравнение Шрёдингера для частицы, движущейся в заданном потенциальном поле. 

Классическое уравнение Гамильтона-Якоби имеет, согласно (8), вид: 

 
2

3

1 2 3

1

1
, , , 0.

2 i i

S S
U x x x t

t m x

  
   

  
                                    (21) 

Трансформированное уравнение Гамильтона-Якоби (21) имеет вид [8]: 

 
2 23

1 2 3

1

1
, , , 0.

2 i i

U x x x t
S t m x S

     
      
     

                                    (22) 

Соответствующее классическое волновое уравнение, для которого (22) является уравнением ха-

рактеристик, принимает вид: 

 
2 2 23

1 2 32 2
1

1
, , , 0.

2 i i

U x x x t
t S m x S

  



  
   
   

                                          (23) 

Применив вышеприведенную трансформацию вида:  

   1 2 3 1 2 3, , , , , , , exp
iS

x x x t S x x x t 
 

  
  , 

получим: 

 
2 23

1 2 32
1

, , ,
2 j

i U x x x t
t m x

 




 
  

 
 ,                                (24) 

где 
 ,x S 

вектор классических волновых функций; 
 ,x t 

вектор квантовых волновых функ-

ций. Если обозначить Гамильтониан в (24) как  
2 23

1 2 32
1

, , ,
2 j

H U x x x t
m x


  


 , то уравнение (24) 

примет вид:  

i
H

t





 


.                                                                  (25) 
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Примечание. Хронологически, вывод уравнения (24) был получен [9] И.И. Гольденблатом и С.В. 

Ульяновым в 1964г, и повторен [10] И.С. Аржаных в 1965г. Выводу уравнения Шрёдингера за по-

следние годы посвящено много работ. Приведенный в данном примере вывод уравнения Шрёдингера 

принципиально отличается от известных работ [11].  

Рассмотрим некоторые следствия из уравнения Шрёдингера1. 

Пример: Вывод уравнения фон Неймана из уравнения Шрёдингера. Рассмотрим вывод одного 

важного для квантовой теории информации и теории квантовых алгоритмов уравнения фон Неймана 

для оператора плотности 
  

 квантового состояния из уравнения Шрёдингера, описывающе-

го эволюцию квантового состояния 


. В общем виде оператор плотности может быть записан как 

внешнее произведение векторов состояния, т.е. k k k

k

p   . Для кет и бра-векторов k
 и 


 имеем уравнения Шрёдингера в виде: 

d i
H

dt


  и 

d i
H

dt


 , где использовано 

свойство эрмитовости Гамильтониана H . Тогда производная от оператора плотности будет иметь 

вид:  

 
 

   
 

.
k k

k k k k

k k

d t d td
t p t p t

dt dt dt

 
    

 

Используя значения производных от векторов квантовых состояний, получим: 

         k k k k k k

k k

d i
t p H t t p t t H

dt
    

 
   

 
 

. 

Правую часть приведенного выражения можно представить через коммутатор  ,A B AB BA   в 

виде:  

 
  ,

d t i
H t

dt


 

.                                                           (26) 

Уравнение (26) называется уравнением фон Неймана для оператора плотности. 

Рассмотрим следствие уравнения (26), которое приводит к следующему результату: 

   
2

2, , ,
ρ ρ ρ

i i ρ iρ H ρ ρ ρ H ρ H ρ
t t t

     
               

, 

 1 1, , ,
n

n n nρ
i H ρ ρ ρ H ρ H ρ

t

 
        

. 

Тогда квантовое уравнение Лиувилля для оператора энтропии фон Неймана, которая является 

функционалом вида lnρ ρ  может быть записано как [12] 

                                                 

 

 

 
1Авторы (С.В. Ульянов) приносят глубокую благодарность проф. Принстонского университета M. Shinozuka за 

полезное обсуждение излагаемого подхода в Принстоне, 1998г. и замечания по рукописи публикации [7]. 
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ln

,ln
ρ

i H ρ
t





 и  

ln
, ln

ρ ρ
i H ρ ρ

t





, 

где  lnI Tr ρ ρ  определяет информационную энтропию фон Неймана. 

Пример: Особенности вывода волновых квантовых уравнений. Рассмотрим вывод модели волно-

вых квантовых уравнений, описывающих унитарные операторы U  типа fin inψ U ψ
, где кет-

вектор inψ
 – начальное состояние квантовой системы, 

finψ
 – конечное состояние квантовой си-

стемы, U  – унитарный оператор, описывающий эволюцию квантовой системы, и переводящий ее из 

начального inψ
 в конечное состояние finψ

. В частности, обсудим особенности данного (второго) 

постулата квантовой механики, так как физическая интерпретация данного постулата связана с раз-

работкой математической модели унитарного оператора U , описывающего эволюцию квантовых 

систем, используемых широко в задачах квантового управления, квантовых вычислений и конструи-

рования квантовых алгоритмов. Допустим, что оператор 
  exp

i
U t At 

 
 
   генерируется эрмитовым 

оператором A . Рассмотрим инфинитезимальную форму постулата 2 в виде:
     ψ t dt U dt ψ t 

. 

Если положить, что 
 U dt

 генерируется некоторым эрмитовым оператором H  типа 

  exp
i

U dt Hdt 
 
 
  , то, разлагая 

 ψ t dt
 в ряд Тейлора с учетом до первого порядка dt  членов 

ряда, получим       ,
d

ψ t dt ψ t dt ψ t
dt

     и   1
i

U dt Hdt   . 

Тогда имеем в результате:      1
d i

ψ t dt ψ t Hdt ψ t
dt

  
 
 
 

. Следовательно, можно после не-

сложных алгебраических преобразований получить вывод уравнения Шредингера 

   
d i

ψ t H ψ t
dt

  , 

т.е., уравнение Шредингера следует непосредственно из второго постулата квантовой механики 

[13].  

2. О связи меры информации Фишера и вывод уравнения Шредингера  

Как и ранее будем рассматривать измерения (для упрощения, одномерную) координаты x , ре-

зультаты повторных измерений которой могут быть охарактеризованы средними значениями 

     2 2, ,  , ,   , 0x xp x t dx x x p x t dx p x t     и выполняется условие нормировки 1pdx   и 

lim 0,  1,2,3n

x
x p n


   при всех t . Из условия нормировки  ,p x t  и результата интегрирования по 

частям по отношению x  в виде 1x

p
xp x dx

x






 

  получим, что первый член данного уравнения 

равен нулю и имеем как следствие 1
p

x dx
x


 

 . Из данного соотношения можно вывести интерес-

ные следствия. Так принимая обозначения u x p , и 
1 p

xp





 , а также известное неравенство 

Шварца     
2

, , ,u u u    для внутреннего произведения  ,u u dx    получим соотношение 

неопределенности  
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2 1x I  , и 

2
1 p

I dx
p x

 
  

 
 , 

которое носит наименование информации Фишера. Член 
1

p
 приводит к дивергенции при 

  0p x  , поэтому можно определить амплитуду вероятности  q x  и вероятность    2q x p x . 

Тогда имеем 
 

2

4
dq x

I dx
dx

 
   

 
 . 

 

2.1. Мера информации Фишера в информационной физике: связь с принципом 

экстремума информации Фридена 

Рассмотрим пример применения данной меры информации к выводу стационарного (независя-

щего от времени) волнового уравнения Шредингера, описывающего движение частицы массой m  в 

скалярном потенциальном поле  V x  и полной энергии  W x . Положение частицы x  определяется 

амплитудами вероятности  nq x . Информация, извлекаемая из измерения положения частицы, опре-

деляется в виде  

 
2

1

4
N

n

n

dq x
I dx

dx

 
   

 
 . 

Определим комплексные волновые функции  nψ x  в виде       2 1 2

1
n n nψ x q x iq x

N
  . Тогда 

выражение для информации будет иметь  

     
2

/2 /2

1 1

4 4
N N

n n n

n n

dψ x dψ x dψ x
I N dx N dx

dx dx dx



 

   
       

   
   . 

Волновая функция  nφ μ  момента μ  связана с волновой функцией  nψ x  преобразованием 

Фурье    
1

2

iμx

n nψ x dμφ μ e
π



  , применяя 
d

dx
 оператор дифференцирования к обеим сторонам 

преобразования Фурье получим 
 

 
1

2

iμx
n

n

dψ x i
dμ φ μ e

dx π

 
  

 
 . 

Таким образом, имеем взаимное преобразование Фурье  

   n nψ x φ μ
F

 и 
 

 n

n

dψ x iμ
φ μ

dx
F . 

В силу теоремы Парсеваля имеем соответственно 

   
2 2

n ndx ψ x dμ φ μ   и 
 

 
2

2
2 2

2 2

1 1n

n

dψ x
dx dμμ φ μ μ

dx
   . 

Следовательно, из последнего соотношения следует определение количества информации Фи-

шера определяется через распределение момента в виде  
/2

22

2
1

4 N

n

n

N
I dμμ φ μ J



  . 
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Информация Фридена J  представляет собой предельное количество информации, которое мож-

но извлечь из измерения и ограничивает сверху количество информации I , вычисляемое по наблю-

дению положения частицы x  через вероятность ее обнаружения в интервале  ,x dx x dx  . Унитар-

ное по своей природе преобразование Фурье приводит к вариационному принципу определения 

оптимума между наблюдаемой информацией I  о положении частицы и ее дуальной (в силу принци-

па неопределенности) величине момента в виде количества информации J .  

Равенство I J , означает, что измеряемое количество информации максимально эффективно 

передается через информацию (наблюдение) дуальной величины. Для полноты суждения отметим, 

что здесь не рассматривается выходной сигнал измерительного прибора и поэтому неопределенность 

определения точности состояния физической системы в рассмотрение не включено. Полное распре-

деление вероятности положение x  частицы имеет в этом случае вид      
/2

22

1 1

1 N N

n

n n

p x q x ψ x
N  

   . 

Нетрудно видеть, что справедливы ранее приведенные выражения в следующем виде 

     
2 2

1,n n

n n

dμ φ μ dx ψ x dxp x       

так что    
2

n

n

P μ φ μ  определяет плотность вероятности момента μ . Тогда имеем 

   
/2

22 2 2

2 2 2
1

4 4 4
.

N

n

n

N N N
dμμ φ μ J dμμ P μ μ



     

В приближении нерелятивистской механики кинетическая энергия частицы равна 
2

2

μ

m
 и полная 

энергия  
2

2

μ
W U x

m
  . Поэтому можно преобразовать ранее введенные выражения к виду  

           
/2

22

2 2 2 2
1

4 8 8 8
.

N

n

n

N Nm Nm Nm
J μ W U x dx W U x p x dx W U x ψ x



          

Таким образом, информация J , извлекаемая из измерения, является функционалом волновой 

функции  nψ x , т.е.  nJ ψ x    определяет функционал ограниченной информации для рассматрива-

емой проблемы, и    n nI ψ x J ψ x       .  

Рассмотрим функционал      n n nK ψ x I ψ x J ψ x I J               и coгласно принципу экстре-

мума физической информации, необходимо найти его экстремум, т.е. 

 
   

2
/2

2

2
1

2
4 Extremum.

N
n

n

n

dψ x m
K I J N dx W U x ψ x

dx

 
        
 
 

  

Уравнение Эйлера-Лагранжа для данной вариационной задачи имеет вид 

,   1, , / 2,   ,n
nx

nx n

ψd L L
n N ψ

dx ψ ψ x




 

   
   

   
 

а использование подынтегрального выражения для функционала K  в качестве Лагранжиана L  дает 

решение вариационной задачи виде 
 

   
2

2 2

2
0,   1, , / 2

n

n

d ψ x m
W U x ψ x n N

dx
      , т.е. имеем 
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стационарное уравнение Шредингера, выведенное из информационного принципа экстремума ин-

формации Фишера [14].  

Пример: Информационная механика Лагранжа на основе меры информации Фишера. Рассмот-

рим информационный подход на основе обобщенного Лагранжиана L  в виде включения меры ин-

формации Фишера 

2
2

log log
d d

FI p pdx p pdx
p


  

 
R R

 в его стандартную структуру [15]: 

T I U  L . Следуя методу Эйлера-Лагранжа, получим уравнения, ассоциированные с данным 

Лагранжианом. Для этой цели в стандартной процедуре метода Лагранжа 2-го рода вычисляется 

вариационная производная от меры информации Фишера 
FI , которая после вычислений имеет сле-

дующий вид:  4 .F
pI

p p





 Соответственно, уравнения движения имеют следующий вид:  

 
21

4 0.
2

p
p S p S p V

t p


      


 

Принимая обозначения u S  можно сделать вывод, что пара переменных  ,p u  дает решение 

уравнений квантовой гидродинамики [15, 16]  

     div 4 0,    div 0.
p

pu pu u p V p p pu
t tp

  
         

   

 

Данные уравнения называются уравнениями Мадэлунга. Подстановка  expψ p iS  приводит 

к уравнению Шредингера для волновой функции ψ  в виде 4 ,i ψ ψ Vψ
t


   


 при условии, что 

начальные значения приготовлены в виде       ,0 ,0 exp ,0ψ p iS    .  

 

2.2. Мера информации Фишера в информационной геометрии 

Рассмотрим некоторые дополнительные особенности свойств информации Фишера в информа-

ционной геометрии. Допустим задана система, которая описывается плотностью вероятностей 

 ,P x θ , где θ  параметр. Предположим, что существуют первая 
 

 
,

,θ

P x θ
P x θ

θ


 


 и вторая 

 
 

2

2

2

,
,θ

P x θ
P x θ

θ


 


 производные. Количество информации Фишера  I θ  определяется при 

 , 1 0θ θdxP x θ     как  
  
 

    

2

2 2
,

, ln , ,
,

θ

θ θ
θθ

P x θ
I θ dx P x θ P x θ

P x θ


      где 

θ
 

означает осреднение в соответствии с  ,P x θ . Информация Фишера связана с дивергенцией Кульба-

ка-Лейблера (относительной энтропией) между двумя распределениями вероятностей  P x  и  Q x , 

   
 

 KL ln
Q x

D Q P dxQ x
P x

 
   

 
 . Положим, что    ,Q x P x θ dθ  , т.е. распределение вероятностей 

имеет инфинитезимальное смещение параметра, и соответствующая дивергенция Кульбака-Лейблера 

может быть записана как         2 3

KL

1

2
D P θ dθ P θ I θ dθ O dθ   , а с точки зрения информацион-

ной геометрии информация Фишера является кривизной дивергенции Кульбака-Лейблера. Подобно 

дивергенции Кульбака-Лейблера информация Фишера аддитивна в следующем смысле: предполо-

жим имеется дополнительная случайная переменная, которая образует пару  ,x y z , которая связа-
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ны условным распределением вероятностей  ,
z y

P z θ y . Тогда можно записать 

     , , ,yz y
P x θ P z θ y P y θ , где  ,yP y θ  маргинальное распределение вероятностей случайной 

переменной y . Тогда после всех выкладок имеем      yz y
I θ I θ I θ  , где  

 
  
 

   
2

2,
, ln

,

θ z y

y θz y z y
θz y

P z θ y
I θ dz dy P y θ P

P z θ y


    , 

 
  
 

 
2

2,
ln .

,

θ y

y θ y
θy

P y θ
I θ dy P

P y θ


    

Следовательно, декомпозиция информации Фишера может быть представлена в виде суммы 

двух положительных членов, зависящих от условной статистики случайной величины z  и статистики 

случайной величины y , соответственно. В частности, имеем    yI θ I θ , т.е. исключение перемен-

ных из рассмотрения информацию Фишера. Если случайные переменные z  и y  независимы, то 

имеем      z yI θ I θ I θ  .  

2.3. Обобщенные мера информации Фишера и дивергенции 

Меры измерения информации Фишера могут быть обобщены в разных направлениях. Рассмот-

рим одно из таких обобщений [17–23]. 

Определение: ((p, β) – информация Фишера). Для некоторых p ∈ (1,∞) и β 

R , (p, β) –

информация Фишера для непрерывной дифференцируемой плотности ρ определяется в следующем 

виде        

2

1

, log

p pβ
β

p β

d
F ρ ρ x ρ x ρ x dx

dx

 
         

 
R  при предположении существования интеграла. 

При строго положительной ρ и ограниченном множестве определения аргумента введенный интеграл 

должен существовать на всем замкнутом поддерживающим аргумент множестве и быть дифференци-

руемым на данном замкнутом множестве аргумента. В частном случае F2,1 определяет стандартную 

меру информацию Фишера.  

Определение: ((p, β, λ) – сложность Фишера-Реньи) [17]. Мера ((p, β, λ) – сложности Фишера-

Реньи для распределения ρ определяется как величина вида       , , ,

β

p β λ p β λC ρ F ρ N ρ , в котором 

энтропия Реньи мощностью с индексом λ для непрерывной дифференцируемой плотности ρ опреде-

ляется как     exp 2 ,λ λN ρ H ρ  и    
1

log
1

λ

λH ρ ρ x dx
λ


 R  является обобщенной информацион-

ной энтропией Шеннона. При этом распределение определяется индексом подбрасываемой монеты (λ 

< 1) «решка» и (λ > 1) «орел». Таким образом, два различных значения параметра λ для распределе-

ния ρ и его производной могут рассматриваться для ранее введенного определения двухпараметриче-

ского количества информации Фишера.  

Примечание. Существует семейства обобщенных мер энтропии и дивергенции [18–20], примене-

ние которых позволяет расширить возможности исследования пропускной способности каналов 

передачи информации, робастность каналов к ошибкам в передачи информации, квантового тестиро-

вания гипотез и мн. др. К таким мерам относятся, например, относительная типа Реньи-«сэндвич» 

энтропия вида  
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1

: log
1

α αD ρ σ Q ρ σ
α




, где  
1 1

2 2:

α
α α

α α
αQ ρ σ Tr σ ρσ

   
   
   

 и    0,1 1,α   

или мера относительной энтропии Умегаки вида    : log logD ρ σ Tr ρ ρ σ     при условии σ ρ  и 

равно   при σ ρ . Распространенные меры Петц-Реньи, log-Эвклидова Реньи дивергенция, и Ре-

ньи-сэндвич дивергенция определяются, соответственно, как  

 
 

1Tr1
: log

1 Tr

α α

α

ρ σ
D ρ σ

α ρ

 
 




,     
 

1 1

2 2Tr

1
: log

1 Tr

α
α α

α α

α

σ ρσ

D ρ σ
α ρ

 



  
  
   




 

и  
 

 

log 1 log
Tr1

: log
1 Tr

α ρ α σ

α

e
D ρ σ

α ρ

  
 




е
. Вариации квантовой относительной энтропии можно пред-

ставить в виде следующих выражений [21–23]:  

       
22

: Tr log log
t

V ρ σ ρ ρ σ D ρ σ   
 

,        или t    

       
1

21

0

: Tr log log log logt tV ρ σ dt ρ ρ σ ρ ρ σ D ρ σ     
е . 

Примечание. Понятие вспомогательной функции  0 ,E s P  ввел Галлагер [24] в следующем виде: 

   

1
1

1

0 , : log ,   1

s

s
x

x

dW
E s P P x dν s

dν




 

        
 

 , где ν  некоторая мера такая, что xW  является абсо-

лютно непрерывной функцией по отношению к ν  для всех x  и   0P x  . Бурнашев и Холево [25] 

обобщили вспомогательную функцию Галлагера на квантовую вспомогательную функцию в виде 

   
1

1

1
0 , : logTr

s

s
x

x

E s P P x W





  
    
   

 , где  xW  – множество операторов плотности пространства 

выходных сигналов. В свою очередь, выражение 
     

 1
1 0

1, : infα α α
q s

α

E
I P D P P q

s



  W W , в кото-

ром инфимум берется по всем вероятностным мерам 
q

 выходов измеримого пространства, и P W  

означает совместную вероятностную меру между входным и выходным пространствами, эквивалент-

но шкале версии вспомогательной функции Галлагера.  

Величину 
   1

,αI P W  называют информацией Реньи порядка α  для распределения P . Величину 

типа 
       2

, : infα α x
q

x

I P P x D q W W  обозначают как информацию Аугустина порядка α  для рас-

пределения P  [23]. Тогда при максимизации по всем P  обе меры информации Реньи и Аугустина 

эквивалентны пропускной способности Реньи порядка α  вида        1 2

, : sup , sup ,α α α
P P

C I P I P W W W . 

Тогда можно также определить вспомогательную функцию, ассоциированную с информацией Аугу-

стина в виде  

       2 2

0 1

1

, : ,
s

E s P sI P


 W  и          2

0 , inf , ,   1x x
ν

E s P P x D V W sI P ν s
 

    
 
 , 
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где инфимум берется по всем фиктивным каналам входных и выходных пространств W ; 
 ,I P ν

 

определяет информацию Шеннона и  x xD V W  – дивергенция Кульбака-Лейблера.  

Примечание. Меры количества информации Реньи и Аугустина порядка α , количество инфор-

мации Холево можно также записать в приведенных выше обозначениях как 

     
 

         
 

       1 , 2 ,
, : inf , , : inf ,   для , ,

t t t t

α α α α
σ σ

I P D P P σ I P D P σ t
 

    
S H S H

W W W W е  

где        ,   0,
t

αP P ω D ω σ α  W:  означает совместную вероятностную меру и ωW  и 

           : ,   0,
t t

α α

ω

D P σ P ω D ω σ α


  
W

W ; при 1α   оба приведенные выражения для мер инфор-

мации Реньи и Аугустина соответствуют соотношению Холево в виде [23]: 

                 1 , 2 ,

1, , , :
t t

α αI P I P I P D P P P D P P P     W W W W W W W , 

где  
ω

P P ω ω


 W
W: =  задает маргинальное состояние на выходном Гильбертовом пространстве. 

Если меры коммутируют, то данное соотношение точное определение взаимной информации Шен-

нона. Разновидности приведенных обобщенных мер энтропии и дивергенции рассмотрены на приме-

рах в 3.2 при обсуждении информационных моделей второго закона термодинамики.  

 

2.4. Геометрическая интерпретация меры информации Фишера 

Геометрическая интерпретация информации Фишера следует из определения статистического 

элемента длины ds  в информационной геометрии в виде  2 2ds I θ dθ . Величина ds  интерпретиру-

ется как безразмерное расстояние между вероятностными распределениями от двух инфинитези-

мально различимыми значениями θ , т.е. между  ,P x θ  и  ,P x θ dθ . Естественный путь определе-

ния элемента длины линии инфинитезимального статистического расстояния в виде  

   
2 2

1 1

2 1,

θ θ

θ θ

θ θ ds dθ I θ  L . 

Это есть мера измерения длины расстояния «пройденного» распределением вероятностей при 

изменении параметра от 
1θ θ  до 2θ θ . Следует отметить, что введенное определение удовлетворя-

ет всем аксиомам метрики и определения геометрии длины отрезка траектории, т.е. неравенству 

треугольника и сохраняет инвариант длины при параметризации пути траектории. Геометрически 

условие нормализации приводит к факту, что  ,P x θ  определяется как вектор единичной длины, 

т.е. определяется инфинитезимальной траекторией на сфере единичного радиуса (см. рис. 2). 
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(а)                                                                                 (б) 

 

(в) 

Рис. 2. Возможные варианты параметризации расстояния между двумя распределениями вероят-

ностей  1P θ  и  2P θ [26–28] 

Таким образом, минимальная длина определяется как длина дуги между двумя точками  1P θ  и 

 2P θ  на единичной сфере как     2 1Λ 2arccos , ,dx P x θ P x θ  , т.е. в виде угла Бхаттачарья. 

Параметризация (на рис. 2 в виде  ,P x θ ), реализующая данное расстояние минимальной длины, 

называется геодезической и определяется как  

     

2

2 1
1 22

2 1 2 1

1 Λ Λ
, sin , sin , ,

2 2Λ
sin

2

θ θ θ θ
P x θ P x θ P x θ

θ θ θ θ


     

             
 
 

 

которое минимизирует интеграл действия    
2

1

2 1

1
,

2

θ

θ

θ θ dθI θ C . Для геодезической имеем 

   
 

2

2 1 2 1

2 1

Λ
, Λ,         ,

2
θ θ θ θ

θ θ

  


L C . 
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Физическая интерпретация информации Фишера заключается в возможности измерения количе-

ства информации в состоянии системы, определяемое множеством параметров: если состояние си-

стемы не зависит от данного параметра, то информация Фишера равна нулю и получить информацию 

при его измерении невозможно; если малая вариация параметра приводит к высокому изменению 

состояния системы, то информация Фишера возрастает и возможно получить точную оценку пара-

метра соответствующим измерением [24–27]. 

Пример: Информационная длина и физическая интерпретация. Интуитивно информационную 

длину определяют, вычисляя, как быстро количество информации меняется во времени, а затем 

измеряют тактовое время на основе этой шкалы времени. В частности, временной масштаб измене-

ния информации τ может быть вычислен по времени корреляции зависящей от времени плотности 

распределения вероятностей, p(x,t), следующим образом: 
 

 
2

2

,1 1

,

p x t
dx

p x t t

 
  

 
 . Тогда размер-

ность τ = τ(t) является временем и служит динамической единицей времени для изменения информа-

ции.  tL – общее изменение информации между временем 0 и t:  

 
   

 
2

11
1

1 1 10 0

,1

,

t t p x tdt
t dt dx

t p x t t

 
   

 
  L . 

В принципе, неравенство τ(t) может зависеть от времени, поэтому требуется интегральное обоб-

щение. Величины τ(t) и  tL  в уравнениях выше связаны с относительной энтропией (расхождение 

Кульбака-Лейблера)  
  
 

 

2

2

1 2

,1
,

2 ,

t p x t
D p p dx dt

p x t

 
 
 
 
  следующим образом. Инфинитезимальное 

расстояние    
  
 

2

1 1 2

,1
,

,2

t p x t
dl t D p p dx dt

p x t


    и суммирование по 

   ,  0,1,2, , 1  /idt t i n n t dt    при 0dt   имеем в результате: 

    
  
 

 1

2
1

1

1
0

0 10

,
lim , , , 1

,

tn
t

dt
i

p x t
D p x idt p x i dt dt dt dx t

p x t







       L , 

где  tL  – информационная длина.  

Таким образом,  tL  равна сумме бесконечно малой относительной энтропии [27]. Отметим, что 

 tL  означает лагранжево расстояние между функциями плотности распределения вероятностей в 

моменты времени 0 и t, и оно зависит существенно от конкретного пути, по которому система про-

шла, достигнув конечного состояния. Напротив, относительная энтропия 
   ,0 , ,D p x p x t    зависит 

только от функций плотности распределения вероятностей в моменты времени 0 и t и, следовательно, 

не говорит о промежуточных состояниях между начальным и конечным состояниями. 

3. Термодинамика информации Фишера и энергетика синергетическо-
го эффекта самоорганизации знаний – информационное взаимодей-
ствие в системах «объект управления + регулятор».  

Одной из особенностей стохастической термодинамики является наличие неоднозначности в 

определении понятий тепла и работы в том смысле, что модели осреднения осуществляются либо по 

ансамблям или по времени, а рассмотрение корректности моделей ограничено пределами моделей 



Сетевое научное издание «Системный анализ в науке и образовании»           Выпуск №1, 2023 год 

 

113 

интерпретации самой термодинамики. Это привело к различным определениям указанных понятий, 

например, тепла, которое имеет эквивалентные осреднения, но отличается в терминах флуктуаций.  

Термодинамика информации Фишера. Классическое определение стохастического потока тепла 

имеет вид       heat ,Q t f x t t x t  , где операция  означает стохастическое произведение Страто-

новича, и отвечает первому закону термодинамики       td U x t Q t t W  для ансамбля простых 

траекторий броуновского движения. В силу того, что траектории Броуновского движения разрывные 

по своей природе, то определение дает корректное осреднение потока тепла  
t

Q t  между системой 

и тепловым резервуаром (баней), но вариация формально бесконечна, т.е.  2Δ
t

Q t  . Поэтому 

вместо измерения реальной скорости  x t  частицы измеряют среднюю скорость положения  x t , 

которая физически представляет собой локальную среднюю скорость   ,x t t  и определяется 

потоком тепла в обозначениях, принятых ране, в виде:        mean , ,Q t f x t t x t t   . Данное опре-

деление можно рассматривать как «локальный осредненный поток тепла» в том смысле, что осредне-

ние  Q t  осуществляется в соответствии с условным распределением вероятностей 

  , ,P x t dt x t t . В результате получаем эквивалентное усреднение, как и  Q t , но вариация уже 

имеет конечное значение.  

Другое возможное определение тепла в терминах локальной средней скорости имеет следующий 

вид:           
Tentr 1, , ,BQ t x t t μ x t t k T x t t      . После осреднения и выкладок получим  

      entr tot syt

B
t

Q t k T σ t σ t   , 

где      syt , ln ,tσ t dxP x t P x t    определяет скорость производства информационной энтропии 

Шеннона. Данному определению соответствует физическая интерпретация тепла как возрастание 

энтропии при событийном взаимодействии, а вариация величина конечная. Тогда определение ин-

формации Фишера можно представить в виде [28] 

   
2

2 heat entr .
t

I t β Q Q   

Следовательно, информация Фишера может быть определена через мощность флуктуаций взаи-

модействующих событий.  

Рассмотрим на основе приведенных выводов взаимосвязь между количеством информации, из-

влекаемой из БЗ когнитивного интеллектуального регулятора, и свободной энергией для совершения 

полезной работы с позиции семейства второго закона термодинамики.  

3.1. Физические ограничения на извлечение максимального количества по-
лезной работы и информационные ресурсы работы в корреляционных свя-
зях между системой и памятью 

В квантовой термодинамике производство энтропии системой определяется как произведение 

термодинамических сил на термодинамический поток переноса тепла. Максимальное количество 

работы, извлекаемой из системы ограничено изменением ее неравновесной свободной энергии. Не-

обратимые процессы рассматриваются в общем случае как воспроизводимые «термодинамическими 

силами» управляемые «термодинамические потоки» [29]. Таким образом, термодинамические потоки 

можно рассматривать как следствие воздействия термодинамических сил [30], которые, в свою оче-

редь, носят не механический характер, например, силы диссипации. Энтропия и корреляция взаимо-

связаны, а работа может быть извлечена из корреляции между системой и памятью резервуара [31]. 
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Диссипативная информация характеризует количественную меру затраченной работы, извлеченной 

из корреляционных связей.  

Таким образом, квантовая диссипативная информация характеризует потенциальную затрачива-

емую работу и информация, связанная с событиями о системе, рассматривается как потеря части 

возможной работы. В свою очередь, условная взаимная информация может рассматриваться как 

часть производства термодинамической энтропии. Условно свободная энергия эквивалентна макси-

мально извлекаемой из системы работе при известной памяти резервуара. Другими словами, количе-

ства возможной полезной работы можно извлечь больше из корреляционных связей между системой 

и памятью резервуара, взаимодействующего с системой, если корреляция доступна наблюдателю 

[31–34]. Рассмотренные положения являются платформой для оценки физических ресурсов при 

конструировании моделей квантовых алгоритмов самоорганизации интеллектуального когнитивного 

управления с применением дополнительно выполненной полезной работы, извлеченной из скрытой в 

классических состояниях квантовой информации.  

3.2. Информационно-термодинамические ограничения на извлечение полез-
ной работы в информационной физике и информационной геометрии 

Физически синергетический эффект означает самоорганизацию знаний и создание дополнитель-

ной информации, которая позволяет многоагентной системе выполнять наиболее полезную работу с 

минимальной потерей полезного ресурса и с минимумом необходимой исходной информации, не 

разрушая нижнюю исполнительный уровень системы управления. Вместе с информационно-

термодинамическим законом интеллектуального управления (оптимальное распределение качеств 

управления как «устойчивость - управляемость - робастность») интеллектуальная система управле-

ния (ИСУ) разработана как многоагентная система, обеспечивающая достижение цели управления в 

условиях неопределенности исходной информации и ограниченного полезного ресурса. 

Примечание. Известно, что если наблюдателю в виде демона Максвелла доступны микроскопи-

ческие степени свободы, то второй закон термодинамики может быть нарушен. Сцилард показал из 

анализа модели демона Максвелла, что из термодинамического цикла извлекается работа в виде 

ln 2kT . Более того, было показано, что извлекаемая работа S

extW  из системы определяется количе-

ством информации (или квантово-классической взаимной информацией) I , которая извлекает знания 

о системе из результатов измерения. Одновременно подобное соотношение в виде нижней границы 

существует для полной стоимости 
cost

MW  измерения и стирания информации ΔS S

extW F kTI    и 

cost

MW kTI , где Δ SF  определяет свободную энергию системы. Тогда нетрудно заметить, скорость 

извлекаемой работы 
extW  ограничена величиной 

extW kTI , т. е. ограничена скоростью извлекаемой 

информации [35–37].  

Примечание. Свойство робастности (по своей физической природе) выступает составной частью 

самоорганизации, а требуемый уровень робастности ИСУ достигается за счет выполнения отмечен-

ного выше принципа минимума производства обобщенной энтропии. Принцип минимума производ-

ства энтропии в ОУ и системе управления служит физическим принципом оптимального функциони-

рования с минимальным расходом полезной работы и лежит в основе разработки робастной ИСУ. 

Данное утверждение базируется на том, что для общего случая управления динамическими объекта-

ми оптимальное решение конечной вариационной проблемы определения максимума полезной рабо-

ты W эквивалентно, согласно, решению конечной вариационной проблемы нахождения минимума 

производства энтропии S.  

Таким образом, исследование условия максимума функционала  
,

max
iq u

W , где ,iq u  – обобщенные 

координаты ОУ и сигнал управления соответственно, эквивалентно, исследованию ассоциированной 

проблемы минимума производства энтропии, т.е.  
,

min
iq u

S , или имеем эквивалент поиска решений 

задач оптимизации:    
, ,

minmax
i iq uq u

SW  . 
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Рассмотрим данное утверждение на примере с позиции теории оптимального управление на ос-

нове связи с уравнением Беллмана-Гамильтона-Якоби и термодинамики дифференциальных уравне-

ний потока жидкой среды [38, 39]. Доставляемая совокупная мощность W на единицу расхода жид-

кости G как величина (W/G) определяется интегральным производством работы потока 

/dQ G cdT   при начальной iT  и конечной fT  температурах потока жидкости. Данное интегриро-

вание соответствует производству специфичной работы потоком и оценивается в виде функционала 

следующего вида:  

[ , ]
1

f

i f

i

T e

T T

T

W T
W c Tdτ

G T T

 
    

 
                                               (27) 

Обозначение [Ti, Tf] означает переход из начальной точки направления движения состояния век-

тора ( , )T τT  в конечную точку состояния. Для функционала (27) задачу определения максимальной 

работы для данной модели можно определить как  

max max ( , ) max 1

f f

i i

T T e

T T

T
W L T T dτ c Tdτ

T T

       
        

       
                                         (28) 

В (28) функция ( , )L T T  определяет Лагранжиан системы и определяет энергию потока. В квази-

статическом режиме dT/d = 0 и функционал определения совершаемой работы (28) представляет 

изменение классической энергии (27).  

Альтернативной формой определения работы является функционал вида: 

2

[ , ]
1 1 ,

( )

f f f

i f

i i i

T T Te e
e e

T T

T T T

W T T T
W c dτ T c c dT T S

G T T T T T

   
           

   
                       (29) 

к котором первый член описывает «обратимый» процесс, а второй член функционала представ-

ляет собой произведение температуры равновесного состояния и производства энтропии S, которая 

определяется как 

2

( )

e

i

T

T

T
S c dτ

T T T


                                                        (301) 

Примечание: Лемма об устойчивости нелинейных систем. Приведенные в [33] соотношения 

между термодинамической экс-энергией и Гамильтонианом системы позволили сформулировать 

Лемму об устойчивости Гамильтоновых систем. Условно устойчивость ограничена условиями теорем 

Ляпунова и Четаева следующим образом: для заданной производной функции Ляпунова как декомпо-

зиции и суммы скорости производства экс-энергии W  и скорости диссипации экс-энергии 0 iT S  

выполняется условие 

0

1 1

N M N

i j j l l

j l

V W T S Q q Q q


 

     . 

где jQ
 определяет вектор обобщенных сил и скорость необратимого производства энтропии опреде-

ляется в виде 0

1
0i k k k k

k k

S Q q
T

   F X

.  

Закон управления является оптимальным по Ляпунову если минимизирует первую по времени 

производную функции Ляпунова на всем пространстве допустимых управлений. В общем случае 

множество коэффициентов усиления обратной связи оптимизируются минимизацией ошибки управ-

ления. Функция Ляпунова определяется как полная энергия ошибки эквивалентности соответствую-
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щему Гамильтониану H в виде HV  . Тогда концепция оптимальности по Ляпунову следует непо-

средственно из условия 0W   и максимизации 
0 iT S , при которых производная функции (Гамильто-

ниана) по времени или модифицированная мощность (работа / энергия) записывается в виде 

0

1 1

H
N N

i j j j j

j j

V T S Q q F R
 

        , и не зависит от динамики системы и определяется как кинемати-

ческая величина, применимая к другим системам. Отметим, что 
jF  означает множество сил, дей-

ствующих на механическую систему и 
jR  означает инерционную линейную скорость точки, в кото-

рой приложена сила. Пассивное управление робототехнических систем следует непосредственно при 

0W   в (43). Информационные функции Ляпунова рассмотрены в [34]. 

Таким образом, скорость производства энтропии определяется через единицу массы потока жид-

кости и определяет специфическую размерность количества энтропии S. В свою очередь, производ-

ство энтропии S отличается от специфической энтропии потока жидкости s. Так производство энтро-

пии S является квадратичной функцией скорости потока u = dT / d только в случае, когда нет 

производства работы и соответственно нет эффективности,  = 0 или эквивалентно выполняется 

соотношение eT T T  . Для случая активного переноса тепла (коэффициент эффективности  отли-

чен от нуля) производство энтропии не является квадратичной функцией скорости, в представленном 

интегральном выражении (29). Операция максимизации для функционала (29) при фиксированном 

значении температуры и времени приводит к тому, что роль первого члена (т.е. описывающего по-

тенциал) оказывается несущественной, и решение проблемы максимизации высвобожденной работы 

эквивалентно решению ассоциированной проблемы минимума производства энтропии. Таким обра-

зом, согласована роль поиска решения проблемы минимизации производства энтропии в установле-

нии эквивалентности поиска решения проблемы максимизации извлекаемой работы.  

Как следствие, получаем подтверждение вывода об эквивалентности решений проблемы макси-

мизации извлекаемой работы и ассоциированной проблемы оптимизации с фиксированной конечной 

точкой в виде минимизации производства энтропии.  

Пример: Принцип минимума производства энтропии на основе метода уравнения Гамильтона-

Якоби. Рассмотренная задача поиска экстремума извлечения воспроизведенной работы может быть 

сформулирована также с позиции вариационного исчисления для Лагранжиана в виде: 

1
eT

L c T
T T

 
  

 
                                                          (31) 

Уравнения Эйлера-Лагранжа для рассматриваемой проблемы поиска экстремума работы и ми-

нимума производства энтропии приводит к дифференциальному уравнению второго порядка  

0cTT T                                                                  (32) 

которое описывает оптимальные траектории всех рассматриваемых процессов. При этом первый 

интеграл уравнения (31) приводит к формальной аналогии с механической энергией в виде 

2

2( )

eL T T
E L c

T T T


  
 

                                                             (33) 

Уравнение для оценки оптимального значения температуры теплового потока при условии E = h 

имеет следующий вид: 

ln

где

1

f

e i

f i

e

h T
T

cT TT ξT ξ
τ τh

cT



  


 

                                              (34) 
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Из методов динамического программирования следует, что рассматриваемые функции с учетом 

локальных ограничений удовлетворяют уравнению Гамильтона-Якоби-Беллмана с теми же перемен-

ными состояния системы, что и для задачи без ограничений. Отличие задач с ограничениями и без 

ограничений заключается в конечном счете только в численных значениях множеств определения 

оптимизационных управлений и видах функций качества. 

Пример: проблема максимизация воспроизводимой двигателем работы. Рассматриваемая про-

блема может быть описана с точки зрения обратного уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана (ГЯБ). 

Само обратное уравнение ГЯБ ассоциируется с исследование количества оптимальной работой или 

передаваемой двигателем энергии как оптимальной интегральной функции I, определяемая началь-

ными состояниями (т.е., значениями температуры) и, соответственно, путями траекторий достижения 

состояний двигателя равновесия. Функцию I часто называют функцией оптимального качества для 

оценки возможной интегральной работы, воспроизводимой двигателем. Оценка возможной макси-

мальной работы (для обоих случаев с ограничениями или без ограничений) осуществляется вычисле-

нием характеристической функции следующего вида: 

[ , ]
( , , , ) max max 1

f

i f

i

T e
f f i i

T T

T

T
I τ T τ T W c u dτ

T u

    
      

     
                           (35) 

Величина I в (35) определяет экстремальное значение интегральной возможной воспроизводи-

мой работы W (Ti ,Tf). В этом случае функция I характеризует поведение экстремального значения 

работы, реализуемой двигателем для заданных температур Ti и Tf при длительности процесса в ин-

тервале f iτ τ . Так как знания о поведении характеристической функции I является достаточным 

условием для описания экстремальных свойств исследуемой проблемы, то остальные функции во 

внимание не принимаются. В результате проблема трансформируется в эквивалентную проблему 

поиска максимума конечного состояния координаты работы f f

ox W  для объекта, описываемого 

следующей системой дифференциальных уравнений:  

0

1

2
2

1 ( , )

( , )

1 ( , )

edW T
c u f T u

dτ u T

dT
u f T u

dτ

dx
f T u

dτ

 
    

 

 

 

                                                     (36) 

Состояние системы (36) описывается расширенным вектором состояния 0 1 2( , , )x x xX ,  в кото-

ром состоят в композиции три координаты состояния x0 = W, x1 = T, и x2 = . Введем функции опти-

мального качества i and f, которые соответствуют начальной и конечной координатам производи-

мой работы. Функции i соответствует размерность на единицу больше размерности функции I, 

включая Определим функцию V как соответственно в расширенном пространстве переменных в виде 

Θ ( , , , , ) ( , , , )f i i i i f f f i i i f fV W W τ T τ T W W I τ T τ T                            (38) 

Два взаимно максимальных значения постоянных Wi и Wf описываются экстремумом функций 

следующего вида: 

( , , , , ) ( , , , , ) 0i i i i f f f i i f f fV W τ T τ T V τ T W τ T                                         (39) 

и выполняется вдоль всех оптимальных путей траекторий. Заданные функции можно описать в тер-

минах волновой функции V следующим образом:  

 max max ( , , , ) 0f i f f i iV W W I τ T τ T                                      (2) 
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В (40) уравнение для функции I интегральной работы в окрестности пространства координат 

(T,), в которое не включена координаты W, следует непосредственно из условия V = 0. Напомним, 

что в (36) (для определения решения уравнения ГЯБ) входят три уравнения определения переменных 

состояния в виде x0=W, x1=T и x2=, для которых можно записать обобщенное уравнение в форме  

( , ), 0,1,2
β

β

dx
f x u β

dτ
                                                               (41) 

Свойства функции вида Θi iV W   из второй линии (41). Частную производную V от независи-

мой координаты  можно не учитывать применить соотношения 

 
Θ

1
i

i i

V

W W

 
   

 
                                                        (42) 

и с учетом 
0W f L   , для экстремума функции производимой работы получим уравнение вида 

min ( , ) 0 (max )
i

i i i i f

i i
u

V V
u L T u W

τ T

  
   

  
                                  (43) 

координату работы x0=W, и определяется в виде 

max Θ ( , , , , ) ( , , , )f i i i i f f i i i f f

u
W W τ T τ T W I τ T τ T                                   (37) 

В терминах интегральной функции оптимальной работы, f iI W W V   , для (43) имеем  

0min ( , ) 0
i

i i i

i i
u

I I
u f T u

τ T

  
   

  
                                                         (44) 

Поскольку оптимальное управление u определяется в терминах состояния, времени и градиента 

компонент экстремума функции качества I, то возможен переход от квазилинейного уравнения ГЯБ к 

соответствующему нелинейному уравнению Гамильтона-Якоби. Максимум в (44) относительно 

переменной u распадается на два уравнения, первое из которых описывает оптимальное управление u 

и выражается через переменные T и z I T    следующим образом: 

0 ( , )f T uI

T u


 

 
                                                                      (45) 

а второе уравнение следует из (44) без обозначения операции поиска экстремума 

0 ( , ) 0
I I

u f T u
τ T

 
  

 
                                                              (46) 

(в обоих уравнениях индекс для упрощения записи опущен). Применив Гамильтонову запись энерге-

тического типа и (46) получим уравнение Гамильтона-Якоби для интеграла I в виде  

, 0
I I

H T
τ τ

  
  

  
                                                           (47) 

Отличие (47) от уравнения ГЯБ состоит в том, что (47) оперирует только экстремальной траекто-

рией и Гамильтониан H является экстремальным.  

Для Лагранжиана L =   f0, где f0 определяет интенсивность производимой механической работы 

базовый интеграл [ , ]i fT T
W  записывается в форме                                       (28) в виде 
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max max ( , ) max 1

f f

i i

T τ e

T τ

T
W L T T dτ c Tdτ

T T

       
        

       
                                          (48) 

у которого экстремальным значением является функция ( , , , )i i f fI T τ T τ . Переменная подобная мо-

менту (эквивалент температуре) имеет вид  

0

2
1

( )

ef T T
z c

u T u

 
    

  
                                                                   (49) 

1/2

1

eT T
u T

z

c

 
 

  
  
 

                                                                      (50) 

Уравнение Гамильтона-Якоби в частных производных для определения максимальной работы 

(производимой двигателем) определяется начальными условиями и имеет вид 

2

, 0

1
, 1e

I I
H T

τ τ

I I
H T c T T

T c T

  
  

  

     
      

      

                                                 (51) 

Таким образом, строго обосновано, что вариационная задача интерфейса для извлечения макси-

мальной работы W эквивалентна вариационной задаче с фиксированной конечной точкой определе-

ния минимума производства энтропии.  

Для производства специфической энтропии имеем 

2

0 0
( )

f fτ τ

σ σ

u
S L dτ c dτ

T T u
 

                                                      (52) 

Минимум функционала может быть описан оптимальной функцией ( , , , )i i f f

σI T τ T τ  и уравнение 

Гамильтона-Якоби имеет вид 

2

0

1
1 1

σ
σ

σ
σ

I
H

τ

I
H c T

c T


 



 
   

  

                                                                 (53) 

Оба функционала (для определения производимой работы и производства специфической энтро-

пии) имеют эквивалентные экстремумы.   

Функция Ляпунова   для формы (41) имеет вид [39] 

3
2 2

1

1 1

2 2
β

β

x S


                                                                         (54) 

и 

3

1

( ) u c
β β u c

β

dS dSd
x f S S

dτ dτ dτ

  
    

 
                                            (55) 
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Соотношение (55) определяет необходимые и достаточные условия для устойчивости и робаст-

ности управления с минимумом производства энтропии в объекте управления и системе управления. 

Следовательно, в разработанной модели КА используемый принцип минимума информационной 

энтропии гарантирует необходимое условие самоорганизации – минимум требуемой исходной ин-

формации в сигналах обучения; термодинамический критерий минимума новой меры обобщенного 

производства энтропии обеспечивает достаточное условие самоорганизации – робастность процессов 

управления с минимальным расходом полезного ресурса.  

3.3. Обобщенные меры энтропии, дивергенции / количества информации и 
извлечение работы 

Значимым является также ранее упомянутый факт, что усредненная величина произведенной ра-

боты силами диссипации определяется в виде [39–41] 

 diss

KL F B

W
S P P

kT
 , 

т. е. работа сил диссипации определяется дивергенцией Кульбака-Лейблера для вероятностных рас-

пределений ,F BP P . Отметим, что левая часть данного соотношения представляет физически тепло-

вую энергию, а правая часть определяет чисто информацию о системе. Информационная энтропия 

является мерой количества информации о системе и расхождения Кульбака-Лейблера, а также опре-

деления количества информации Фишера. Аналогичная зависимость существует между работой, 

произведенной силами диссипации, и расхождением Реньи в квантовом случае. Рассмотрим некото-

рые обобщения мер информационных расхождений – обобщенные дивергенции.  

Пример: Обобщенная мера квантовой дивергенции Реньи. В квантовом случае в соотношение 

для плотностей  ,ρ σ  возможно ввести обобщенное определение относительной α z  энтропии 

Реньи (α z  – relative Rényi entropies) в виде [42, 43] 

     
1 1

2 2
,

1
log ,   1 , 0 .

1

z
α α α

z z z
α zD ρ σ Tr σ ρ σ α z

α

   
    
    

‚ ‚  

Часто α z  относительную дивергенцию Реньи называют для сокращения α z  относительной 

энтропией. Частные случаи относительной α z  энтропии Реньи при изменении соотношения α z  

имеют вид  

     1

,1

1
log , 1

1

α α

α αD ρ σ D ρ σ Tr σ ρ z
α

  


, 

   
1 1

2 2
,

1
log ,

1

α
α α

α α
α α αD ρ σ D ρ σ Tr σ ρσ z α

α

   
    
    

. 

Для случая σ ρ   ,1αD ρ σ  и  ,α αD ρ σ  дифференцируемы при 1α  , имеем [28, 43, 44] 

     ,1 ,

1 1

1

2
α α α

α α

d d
D ρ σ D ρ σ V ρ σ

dα dα 

  , 

где         
22

log log log logV ρ σ Tr ρ ρ σ Tr ρ ρ σ    определяется как вариация относительной 

энтропии. 
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Пример: о взаимосвязях обобщенных мер энтропии и количества информации. Обобщением ме-

ры энтропии Больцмана-Гиббса является мера 
1

1

q

ii
q

p
S

q







, которая часто именуется как мера 

q  энтропии Тсаллиса2. Обобщение приведенной меры q  энтропии было дано Шарма и Митталом 

в 1975г. в виде двухпараметрической энтропии 

1

1

0

1
1

1

β
N α

α

αβ i

i

S p
β







 
       
  

 , где 0α   и , 1α β  . При 

α β  следует мера энтропии Тсаллиса и при 1β  мера Шарма-Миттал переходит в пределе в меру 

Реньи. Известно, в свою очередь, что мера Реньи редуцируется в меру информационной энтропии 

Шеннона при стремлении параметра к единице. Было отмечено еще в 1972г., что данная мера облада-

ет полуаддитивным свойством следующего вида: 

           1A B A B

αβ αβ αβ αβ αβS p S p S p β S p S p    ,  ,     ,A B

ij ij i jp p p p p i j   . 

На современном языке теории групп, энтропия Шарма-Миттал, как и энтропия Тсаллисса, отно-

сятся формально к мультипликативной группе и, например, в случае групповой энтропии Тсаллиса, 

выполняется соотношение вида    Φ , 1 : qx y x y q xy x y       и носит наименование 
q 

сумма. 

Рассмотрим некоторые обобщения введенных мер. 

1. Комбинация из двух копий мер Шарма-Миттал. Определим трехпараметрическую групповую 

энтропию в виде  
1 2 1 2, , , ,α α β α β β α βZ p S S  . Тогда имеем  

 
1 2

1 2

1 2

1 1

1 1

, ,

1 1

1
: 1

1

β β
N Nα α

α α

α α β i i

i i

Z p p p
β

 

 

 

 
              

  

   

 и закон группы для групповой энтропии выполняется в виде 

           
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , ,1A B A B

α α β α α β α α β α α β α α βZ p Z p Z p β Z p Z p    . 

2. Комбинация из мер Тсаллиса и Шарма-Миттал. В этом случае имеем закон группы 

 , ,:α q α q q qZ p S S   и меру  

1

1

,

1 1

1
1

1

q
N N α

q α

α q i i

i i

Z p p p
q





 

 
           

  

  . 

Введенная мера групповой энтропии удовлетворяет закону полуаддитивности вида 

           , , , , ,: 1A B A B

α q α q α q α q α qZ p Z p Z p q Z p Z p    . 

Примечание. Групповой закон может быть расширен до вида  

            1 1 1 1, 1ω x y ξ ξ x ξ y β ξ x ξ y       . 

                                                 

 

 

 
2 Более точные определения были даны С.В. Ульяновым еще в 1973г. [45] и были обсуждены с М.С. Пинскером 

в 1972г., отраженные также в совместной с М.С. Пинскером и Р.Л. Добрушиным (представлено А.Н. Колмого-

ровым) публикации [46] в 1976г., которые, в свою очередь, познакомили с работами 1973г. задолго до публика-

ции Тсаллиса [47] в 1988г.). 
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Пример: Обобщенные меры информации и информационно-термодинамические ограничения на 

извлекаемую работу. Из изложенных результатов следует, что термодинамика может рассматривать-

ся как теория, в которой модели рассматриваются с привлечением преобразований состояний систе-

мы в присутствии обмена с тепловой баней (резервуаром). Извлечение или расход работы можно 

включить в данную парадигму, поскольку это эквиваленты преобразованию состояний (состояние 

системы, совершающей работу, может быть повышено или понижено с одного энергетического 

уровня собственного состояния на другой) [51–67]. В терминах информационно-теоретических вели-

чин, можно записать такие преобразования как      min min minF ρ F θ kTD ρ θ  , где 

 min ln ΠωD ρ θ Tr θ   является мин-относительной энтропией с оператором преобразований Πω  – 

проектором на множество ω  и θ  состояние Гиббса вида 
1

,
, ,βE

E g
θ Z e E g E g    с функцией 

распределения Z. Мin-относительная энтропия и однократная свободная энергия вводятся в термоди-

намике (как и в информационной геометрии или информационной физике) независимо в виде ниж-

них границ для количества возможной извлекаемой работы из классических состояний, применяя 

модель последовательных независимых взаимодействий с тепловой баней (резервуаром). В термоди-

намическом пределе  minD ρ θ  является относительной энтропией   log logS ρ θ Trρ θ Trρ ρ   , 

которая эквивалентна выражению вида    F ρ F θ .  

Таким образом, так как максимальное возможное количество извлекаемой работы W, которое 

можно извлечь при взаимодействии макроскопической системы с тепловой баней определяется как 

   W F ρ F θ  , то в более обобщенном виде можно представить результат как выражение 

   min minW F ρ F θ ε ε , в котором β – сглаженная версия Fmin
, обозначенная как minFε , определяется 

оптимальное и достижимое количество работы из источника и только в термодинамическом пределе 

восстанавливается традиционный результат. Конечная размерность системы означает, что только 

меньшее количество работы возможно извлечь.  

Примечание. Извлечение термодинамической работы. В макроскопической области и при слабой 

корреляции между системами имеем следующее соотношение:    1, ,α β βF ρ ρ F ρ ρ  для всех α, что 

обосновывает факт почему при простом ограничении, заданном во втором законе термодинамики, 

приближенные описания приводят к более или менее точному пределу. Было показано, что величину 

 minF ρ  можно определить в виде    min ln , , iβE

iF ρ kT h ω g E e


   , где E E EE
ω P ρ P  и 

EP E E  определяет состояние ρ , декогерентное в энергетическом собственном базисе (в котором 

вне диагональные элементы образуют нулевое множество),  , , ih ω g E  равно 1, если энергетический 

уровень , ig E  заселен и 0 в противном случае, β  есть обратная температура, и k – Больцмана, 

определяет максимальное количество извлекаемой работы из системы при контакте с резервуаром 

при всех термодинамических операциях (при преобразовании системы в состояние терморавновесия 

с тепловой баней). Это также соответствующее количество в модели альтернативных адиабатических 

и изотермических операций.  

В общем случае,    min maxF ρ F F θ ε ε , поэтому в нано- шкале извлечь количества работы в об-

щем случае можно меньше из источника, чем требуется количества работы на его создание, что 

отвечает всем требованиям фундаментальных законов о необратимости термодинамических процес-

сов. В терминах информационно-теоретических величин,      max max maxF ρ F θ TD ρ θ  , где 

   max logmin :D ρ θ λ ρ λθ   определяет мах-относительную энтропию. В приближении термоди-

намического предела имеем    min maxF ρ F θε ε , т.е. обратимость восстановлена. Это второе подтвер-

ждение почему существует ограничение на количество извлекаемой работы. Например, рассмотрим 

чистое квантовое состояние 
βE

E

e
ψ E

Z



 , энтропия которого равна нулю. Но в случае «дефази-

ровки» собственного базиса энергетического состояния производится изменение ω  и система пере-
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ходит в состояние Гиббса если энергетические уровни невырожденные и имеем свободную энергию 

( lnkT Z ); невозможно извлечь работу из данного состояния, несмотря на это состояние имеет нуле-

вую энтропию. Однако, в термодинамическом пределе когерентность уменьшается, и свободная 

энергия в квантовом случае приближается к классическому состоянию, и, как следствие, Fmin стре-

мится к свободной энергии Гельмгольца [68-71].  

Данный вывод не отрицает, а только подтверждает возможность затраты работы на извлечение 

квантовой информации, скрытой в классическом состоянии, на наноуровне и совершить на макро-

уровне на ее основе работу, которая по количеству будет намного больше, чем количество затрачен-

ной работы на ее извлечение.  

Таким образом, информация позволяет совершать полезную работу и становится в определенном 

смысле понятием первичным по отношению к определению понятия материя и работа. При выводе 

моделей второго закона термодинамики на основе информационных предпосылок не требуется пред-

положений, вводимых традиционно в термодинамике при выводе второго закона  

Приведенные результаты позволяют рассмотреть роль информации в формировании и извлече-

нии термодинамических сил для совершения самоорганизующимися интеллектуальными когнитив-

ными регулятором дополнительной полезной работы для гарантированного достижения цели управ-

ления в условиях непредвиденных ситуаций управления.  

4. Информационно-термодинамические основы закона квантового ал-
горитма управления самоорганизацией 

Классические состояния динамических процессов содержат скрытую квантовую информацию, 

которая рассматривается как дополнительный информационный ресурс для компенсации затрат на 

извлечение и расхода полезной работы. Возможно совершить дополнительное полезное управляющее 

воздействие на основе извлеченной работы и количество извлеченной скрытой в классических состо-

яниях квантовой информации является ресурсом данной полезной работы. Информация является 

физическим процессом и используется для реализации самоорганизации знаний в интеллектуальных 

системах управления на основе квантово-классических корреляций между классическими состояния-

ми. В основе подхода самоорганизации неточных баз знаний положены четыре положения квантовой 

теории информации и квантовой термодинамики, которые сформулированы следующим образом 

работы [39, 72–75]: 1) принцип минимума производства энтропии объединенной системы «объект 

управления + интеллектуальный регулятор», гарантирующий достижение цели управления с мини-

мумом затраты полезной работы объектом управления и интеллектуальным регулятором; 2) принцип 

минимума информационной энтропии для проектирования интеллектуального когнитивного регуля-

тора, для которого требуется минимум исходной информации для совершения целенаправленного 

действия; 3) количество затраченной работы на извлечение скрытой в классическом состоянии кван-

товой информации меньше количества совершенной (на основе извлеченной скрытой квантовой 

информации) полезной работы; и 4) решение проблемы поиска максимальной извлекаемой полезной 

работы эквивалентно решению проблемы поиска минимума производства энтропии затраченной на 

ее извлечение.  

Решение задачи заключается в проектировании робастных БЗ интеллектуальных когнитивных 

регуляторов, производящих управляющие силы, удовлетворяющих перечисленным требованиям.  

Пример: Извлечение термодинамической работы с получением новой информации. При изотер-

мическом расширении движущейся частицей выполняется работа. Количество работы, совершенное 

во время изотермического расширения равна 
exp

/2

 log2

V

B
B

V

k T
W dV k T

V
   и данное количество со-

вершенной механической работы эквивалентно преобразованию тепловой энергии в передачу полно-

стью в работу. Закон сохранения энергии указывает на факт, что имеем W = −Q , так как начальное и 

конечное состояния идентичны с той же энергией. Подобно демону Максвелла, двигатель Сцилларда 

извлекает работу из простого теплового резервуара с заданной температурой, нарушая второй закон 

термодинамики. Если тепловая емкость события конечная величина, то извлекаемая за цикл работа 

по величине меньше, чем kBT log2, поскольку имеем меньшее количество энергии чем в начальном 

состоянии цикла. Тем не менее, при непрерывных повторах процесса тепловой резервуар может 
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полностью отдать энергию, которая превратиться в полезную работу. Сцилард сформулировал необ-

ходимое условие для выполнения измерения для работы двигателя: явление нарушения второго 

закона термодинамики было связано с возможностью состояния демона приобретать знания; при 

этом утверждалось, что решение парадокса связано с некоторой скрытой энтропийной стоимостью, 

ассоциированной с измерением.  

Существует по крайней мере три основных подхода объяснения нарушения второго закона, воз-

никающие при рассмотрении работы демона Максвелла или двигателя Сциларда. 

1. В первом подходе рассматривается роль флуктуаций, которые обычно игнорируются в идеали-

зированных мысленных экспериментах, но присутствующих в реальных ситуациях наблюдений или 

измерений. 

2. Во втором подходе следуют Сциларду и рассматривают энтропийную стоимость, ассоцииро-

ванной с измерением.  

3. В третьем подходе рассматривается факт необходимости демону хранить информацию о со-

стоянии системы, а при удалении информации конечное состояние общей системы не эквивалентно 

начальному состоянию. Возникает необходимость оценивать стоимость стирания информации в 

памяти.  

Второй закон термодинамики оперирует ограничениями на преобразования состояний системы. 

Надлежащее определение второго закона термодинамики состоит в утверждении, что энтропия не 

может спонтанно убывать при усреднении по подходящей шкале времени. Само содержание понятие 

«по подходящей шкале времени» зависит от времени релаксации системы и трудно определить в 

общем случае. Количественное описание связи между флуктуациями и вторым законом термодина-

мики было дано в 1993г. Эвансом и соавторами при формулировке флуктуационной теоремы. Сама 

теорема связана с доказательством последовательности дополнительных теорем, одна из которых 

устанавливает соответствие между вероятностью наблюдения осредненного по времени производства 

энтропии магнитуды ∆S и вероятностью принятии противоположного значения −∆S в виде соотно-

шения 
 

 
exp 1.

B

P S S

P S k

  
  

  
 Так как правая часть положительная и больше единицы, то вероят-

ность, что при наблюдениях флуктуаций временно «нарушается» второй закон термодинамики 

меньше единицы и повсеместно подчиняется этому утверждению. Более того, относительная вероят-

ность производить и потреблять энтропию возрастает экспоненциально с количеством изменения 

энтропии. Поскольку энтропия является величиной экстенсивной, то флуктуационная теорема также 

указывает на факт, что наблюдение флуктуаций отрицательной энтропии стремится к нулю для мак-

роскопических систем. Если Q определяет среднее значение тепла, поглощенного системой при 

преобразовании, то полное производство энтропии (т.е. «система + события») определяется в следу-

ющем виде: 

  .tot f i

S

S S S βQ



     

Согласно второму закону термодинамики, изменение полной энтропии ограничено снизу нулем 

в виде: 0 .totS S βQ     Физический процесс, в котором достигается равенство нижней границы, 

рассматривается как термодинамический обратимый процесс.  

Отметим, что поток энтропии между системой и тепловой баней возможен для обратимого про-

цесса, если количество поглощенного тепла системой эквивалентно изменению его энтропии. Этот 

факт является следствием абсорбции тепла системой и отражается в убывании событийной энтропии 

в соответствии с выражением типа [55-71]:  

envS βQ   . 

Пример: Квантовая термодинамическая сила и извлечение работы. Известно, что отрицательное 

значение количества работы W  может быть извлечено из изотермического цикла с помощью кон-
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троллера с обратной связью и при измерении изменение энтропии системы можно оценить в соответ-

ствии с выражением  

     :measS H X M H X I X M      

и      ln
x

H X ρ x ρ x   – информационная энтропия Шеннона,  :I X M  определяет взаимную 

информацию между состоянием системы и результатом измерения M. Поскольку количество взаим-

ной информации  :I X M  величина положительная, то контроллер принуждает систему снизить 

энтропию. Это означает, что в присутствии контроллера возможно извлечь работу из системы боль-

шего количества чем предполагалось.  

При этом контроллер интегрируется во второй закон следующим образом:  

 1

1
:βW F I ρ X

β
     и         1 1 1

1
: :kI ρ X S ρ H p H ρ X

β
    

, 

где 
1ρ  описывает состояние системы в некоторый момент времени

1t ,  1S ρ  – энтропия фон Неймана, 

  lnk k kk
H p p p   – информационная энтропия Шеннона и  

 1 1 1: lnk k k kk
H ρ X Tr D ρ D D ρ D  

  ,    † ,k k k k kD M M p Tr D ρ   

положительная операторно-значимая мера. Дифференцирование по времени данных трех выра-

жений приводит к следующему результату для определения извлекаемой работы с помощью кон-

троллера:  

 1 1 1 1

1
ln ln ln

contr

irr
k k k k k kk

k

dW
Tr ρ ρ p p Tr D ρ D D ρ D

dt β
         . 

Таким образом, определены три квантовые термодинамические силы для производства работы 

процессом [28–31, 51, 63, 64, 71]. Поскольку работа определяется изменением внутреннего состояния 

системы, то можно записать выражение 

     1 1

, 0 ,0KL T can T KL canW F α α D ρ ρ α α D ρ ρ α       
   

, 

При выводе которого использован закон сохранения энтропии Гиббса-Шеннона в термодинами-

ческой изолированной Гамильтоновой системе, т.е.    0TS ρ S ρ  и      0TF α F α F α    описыва-

ет изменение свободной энергии Гельмгольца системы. Поскольку в данном случае взаимодействие с 

тепловой баней отсутствует, то вводится параметр α, обратный температуре. При условии, что из-

вестно начальное состояние системы, возможно установить следующее неравенство для работы в 

виде: 

     1

0 ,0KL can LBW F α α D ρ ρ α W α     
 

, 

в котором нижняя достижимая граница для работы обозначена в виде  LBW α .  

Следовательно, существует значение для параметра α, для которого величина  LBW α  имеет мак-

симальное значение [60–70].  

5. Информационные модели второго закона термодинамики и извле-
чение работы 
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Рассмотрим класс т.н. термодинамических операций и их взаимосвязи с формулировкой второго 

закона термодинамики на основе обобщенных моделей количества информации и дивергенции.  

 

5.1. Определение термодинамических операций  

Рассмотрим квантовую систему, взаимодействующую с тепловой баней, следующего вида: 

 , , , , ,ρ σ E E g g E g E g   с фиксированным Гамильтонианом H и собственными состояниями 

энергии E определенными как ,E g . Обсудим некоторые типы преобразования состояний, примене-

ние которых позволило бы, в частности, увеличить способность использовать систему в качестве 

резервуара для извлечения работы. В случае, когда начальное и конечное состояния системы не 

совпадают, то эволюцию системы следует рассматривать как не циклическую. Это приводит к идее 

рассматривать саму термодинамику как теорию ресурсов, в которой используется соответствующая 

модель математической машины с точки зрения теории информации.  

Примечание. Ранее в 3.2 также отмечалось, что термодинамика может рассматриваться как тео-

рия, в которой модели рассматриваются с привлечением преобразований состояний системы в при-

сутствии обмена с тепловой баней (резервуаром). Извлечение или расход работы можно включить в 

данную парадигму, поскольку это эквиваленты преобразованию состояний (состояние системы, 

совершающей работу, может быть повышено или понижено с одного энергетического уровня соб-

ственного состояния на другой). 

Рассмотрим, в связи с отмеченным, некоторые модели квантовой теории информации на примере 

дивергенции Реньи и ее обобщений, на основе которых разрабатываются информационные модели 

второго закона термодинамики.  

Пример: Модель обобщенной дивергенции Реньи. В 1961г. Alfred Rényi ввел определение пара-

метризованного семейства энтропий (которые носят по праву его имя) путем ослабления одной из 

аксиом построения информационной энтропии Шеннона. Это ослабление привело к определению 

«α Rényi энтропия и «α   Rényi дивергенция» для соответствующего параметра параметра 

   0,1 1,α    и распределения вероятностей p  и q  в виде  

         
11 1

log ,   D log
1 1

α α α

α α

x x

H p p x p q p x q x
α α



            
  . 

Меры энтропии Шеннона и относительной энтропии следуют как предел при 1α : 

             
 

 1 1
lim log ,     lim logα α
α α

x x

p x
H p H p p x p x D p q D p q p x

q x 
       . 

Благодаря своим свойствам мера энтропии Реньи стала популярным инструментариям во многих 

исследованиях: сходимость к мере Шеннона при 1α , монотонность по параметру α , и аддитив-

ность как дополнение к другим свойствам. Сходимость предела при  1α  к мере информационной 

энтропии Шеннона и относительной энтропии одно из основных важных асимптотических следствий 

таких как обоснование и доказательство теоремы о сжатии данных или пропускной способности 

канала связи и передачи информации. Монотонность меры  αH p  по параметру α  приводит к 

неожиданным результатам в зависимости от значения параметра α , т.е. для 1α   и наоборот для 

1α  , помогая охарактеризовать ранее упомянутое распределение информационного характера. 

Аддитивность указывает на то, что энтропии Реньи безмерны при оценке случайных процессов без 

памяти. С целью развития либо многомерного классического или квантового обобщения данных мер 

предлагается часто применять линейные комбинации указанных мер, но в данном случае нет гаран-

тий, что начальные свойства исходных мер будут сохранены в принятой линейной комбинации мер 

Реньи, например, не гарантируется сохранение свойства монотонности по параметру α . Например, 

для условной взаимной информации оператора трех плотностей ABCρ , определенной как [74] 
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         ; ,
ρ ρ ρ ρρ

I A B C H AC H BC H C H ABC     

где    logF Fρ
H F Tr σ σ   – квантовая энтропия оператора плотности строгой σ  системы F . Одно 

из основных свойств данной величины – не неотрицательность (известное под наименованием стро-

гая субаддитивность квантовой энтропии) и, как следствие, монотонная невозрастание по отношению 

к квантовому каналу в системе A (симметрично для системы В). Однако, если определить обобщение 

Реньи  ;
ρ

I A B C  как  

       α α α αρ ρ ρ ρ
H AC H BC H C H ABC   , 

где      log / 1α

α Fσ
H F Tr σ α  

 
, то получим контрпример и данная мера Реньи может принимать 

отрицательное значение, свойство монотонности по отношению к квантовому каналу выполняется не 

всегда, а также и монотонности по α .  

Примечание. Продолжим ранее рассмотренный пример условной взаимной информации в виде 

следующего обобщения Реньи-меры [17–23] 

          1 /2 1 /2 1 /2 1 /211
; log

1

α α α αα α

α ABC AC C BC C ACρ
I A B C Tr ρ ρ ρ ρ ρ ρ

α

   


. 

Для    0,1 1,2α  , введенная величина не неотрицательна, монотонно невозрастающая по от-

ношению к квантовому каналу действия на систему B, сходится к  ;α ρ
I A B C  в пределе 1α , и 

подчиняется свойству монотонности по параметру α . Однако, до сих пор доказательство монотонно-

сти по α  для  ;α ρ
I A B C  по-прежнему отсутствует. Полная ситуация с определением для 

 ;α ρ
I A B C  свойства монотонного невозрастания по отношению к квантовым каналам действующих 

на систему А – частично это сделано для случая когда  ;α ρ
I A B C  не симметричная величина по 

отношению к изменению позиций A и B систем. 

5.2. Обобщенные меры энтропий и информации  

Модификации предложенных ранее Реньи-мер как квантовых информационных мер были пред-

ложены в виде применения операций перемен местами операторов в заданной последовательности 

применения операторов [17–22]. Примером может послужить применения Шаттен 2-нормы в виде: 

     1 /2 1 /2 /2

2

2
; max log

1 A
ρ ρA A

α α α

α B A ρ ABρ V
I A B ρ ρ V ρ

α

 


 

 V
. 

Идея заключается в модификации данного выражения, применив перестановку операторов в сле-

дующем виде: 

       

, 

1 /2 1 /2 1 /2 /2

2

2
; max log

1 ACC
ρ ρ Vρ ρAC AC C C

α α α α

α BC ρ C AC ρ ABCρ V
I A B ρ V ρ ρ V ρ

α 

  


 

 VV
. 

где ωV  означает компактное множество всех унитарных ωV  коммутирующих с Эрмитовым операто-

ром ω . Тогда для фиксированных собственных базисов Cρ  и ACρ  ранее введенное выражение реду-

цируется для Реньи-меры взаимной информации и принимает следующий вид:  

         1 /2 1 /2 1 /2 1 /2/2 /2

2 2

2 2
; max log log

1 1A
ρ ρA A

α α α αα α

α B A ρ AB B A ABρ V
I A B ρ ρ V ρ ρ ρ ρ

α α

   


  

 V
. 
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Такая мера Реньи с перестановкой операторов при 1α   в целом прерывистая и в пределе 

1α не сходится к мере энтропии фон Неймана.  

5.3. Семейство вторых информационных законов термодинамики  

Рассмотрим возможные циклы термодинамических процессов и обсудим изменения в формули-

ровке законов возврата системы в начальное состояние при применении дополнительных систем. 

Оказалось, что свободная энергия системы не единственная инстанция определения какие пути пере-

хода возможны и можно сформулировать необходимые и достаточные условия термодинамических 

переходов, которые удовлетворяют не одному, а семейству вторых законов термодинамики. Опреде-

лим свободные энергии    , logα β α βF ρ ρ kTD ρ ρ k Z  , с мерой дивергенции Реньи  α βD ρ ρ  за-

данной как  
  1

sgn
log

1

α α

α β i i

i

α
D ρ ρ p q

α




 , где 
ip  собственные значения для ρ  и 

iq  собственные 

значения термосостояний системы /SβH

βρ e Z


  с Гамильтонианом SH , и функцией распределения 

iβE

i
Z e


 , и 1/β T . 

Можно сформулировать вторые законы термодинамики для диагонального блока состояний в 

энергетическом базисе. Для этих условий сформулирован следующий семейство вторых законов: в 

присутствии тепловой бани и заданной температуры свободные энергии  ,α βF ρ ρ  не возрастают для 

0α  . Так что,  

   0,   , ,α β α βα F ρ ρ F ρ ρ   , 

где ρ и ρ′ начальное и конечное состояние системы, соответственно.  

Более того, если    , ,α β α βF ρ ρ F ρ ρ  выполняется 0α  , то существует каталитическая тер-

мооперация преобразования ρ в ρ′. При 1α ,  ,α βF ρ ρ  эквивалентна стандартному определению 

свободной энергии Гельмгольца  F ρ , и сформулированные условия содержат стандартную форму 

второго закона термодинамики (совместно с сохранением энергии) и является одним из многих 

ограничений на термодинамические преобразования состояний.  

Для случая    0 min0,   , βα F ρ ρ F ρ   имеем новую форму второго закона термодинамики. Для 

состояний, не диагональных в энергетическом базисе, и некоммутативных по своей природе состоя-

ний системы и тепловых состояний резервуара обобщения второго закона термодинамики основаны 

на применении квантовой Реньи-дивергенции. Введем две версии свободной энергии  ,α βF ρ ρ в 

следующем виде: 

 
  1

sgn
, log log

1

α α

α β β

α
F ρ ρ kT Trρ ρ kT Z

α

 


 

и 

      1 /2 1 /21ˆ , log log
1

α
α α α α

α β β βF ρ ρ kT Tr ρ ρρ kT Z
α

  
  

  
. 

В результате имеем [52] «Семейство квантовых моделей второго закона термодинамики», ко-

торое описывается следующим образом.  

Переход от ρ к ρ′ возможен только если выполняются следующие информационные условия:  
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   ˆ ˆ, ,α β α βF ρ ρ F ρ ρ  при 
1

2
α   и 

   ˆ ˆ, ,α β α βF ρ ρ F ρ ρ  при 
1

1
2

α   и 

   , ,α β α βF ρ ρ F ρ ρ  при 0 2α  , 

где, как и ранее, данные законы включают в себя переходы при изменении Гамильтониана с по-

мощью вспомогательной системы. Условия монотонности  ,α βF ρ ρ  достаточно для определения и 

выбора возможного вида преобразований состояний в квантовой шкале или для систем с дальнодей-

ствием [54–66, 76].  

Заключение 

- Показано, что работа, затраченная на извлечение квантовой информации, скрытой в классиче-

ском состоянии, на нано-уровне, дает возможность (на основе извлеченного количества инфор-

мации) совершить на макроуровне работу, которая по количеству будет намного больше, чем ко-

личество затраченной работы на ее извлечение.  

- В результате, в когнитивном регуляторе возможно выработать дополнительное полезное 

управляющее воздействие на основе извлеченной работы, а количество извлеченной скрытой в 

классических состояниях квантовой информации является ресурсом для данной совершаемой 

полезной работы. 

- Вывод вторых законов термодинамики на основе информационного подхода не требует пред-

положений необходимых при рассмотрении стандартной модели второго закона термодинамики.  

- Данные формы составляют полное семейство квантовых моделей второго закона термодина-

мики, для которых выполняются необходимые, но не достаточные условия для преобразований 

состояний.  
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Приложение 1: Квантовая информационная термодинамика формиро-
вания «термодинамической» силы управления на основе извлекаемой 
скрытой квантовой информации 

Классические состояния динамических процессов содержат скрытую квантовую информацию, 

которая рассматривается как дополнительный информационный ресурс для компенсации затрат на 

извлечение и расхода полезной работы [14]. Количество скрытой квантовой информации дает воз-

можность совершить дополнительное полезное управляющее воздействие на основе извлеченной 

работы и количество извлеченной скрытой в классических состояниях квантовой информации явля-

ется ресурсом данной полезной работы [15]. Информация является физическим процессом и исполь-

зуется для реализации самоорганизации знаний в ИСУ на основе квантово-классических корреляций 

между классическими состояниями. В основу подхода самоорганизации неточных БЗ положены 

четыре положения квантовой теории информации и квантовой информационной термодинамики, 

которые сформулированы следующим образом работы [15]: 1) принцип минимума производства 

энтропии объединенной системы «объект управления + интеллектуальный регулятор», гарантирую-

щий достижение цели управления с минимумом затраты полезной работы объектом управления и 

интеллектуальным регулятором; 2) принцип минимума информационной энтропии для проектирова-

ния интеллектуального когнитивного регулятора, для которого требуется минимум исходной инфор-

мации для совершения целенаправленного действия; 3) количество затраченной работы на извлече-

ние скрытой в классическом состоянии квантовой информации меньше количества совершенной (на 

основе извлеченной скрытой квантовой информации) полезной работы; и 4) решение проблемы 

поиска максимальной извлекаемой полезной работы эквивалентно решению проблемы поиска мини-

мума производства энтропии затраченной на ее извлечение [13].  

Физически синергетический эффект означает самоорганизацию знаний и создание дополнитель-

ной информации, которая позволяет многоагентной системе выполнять наиболее полезную работу с 

минимальной потерей полезного ресурса и с минимумом необходимой исходной информации, не 

разрушая нижнюю исполнительный уровень системы управления. Вместе с информационно-

термодинамическим законом интеллектуального управления (оптимальное распределение качеств 

управления как «устойчивость - управляемость - робастность») ИСУ разработана как многоагентная 

система, обеспечивающая достижение цели управления в условиях неопределенности исходной 

информации и ограниченного полезного ресурса. 

Примечание: «Термодинамическая» сила управления и квантовая диссипативная информация. В 

квантовой термодинамике производство энтропии системой определяется как произведение термо-

динамических сил на термодинамический поток переноса тепла. Максимальное количество работы, 

извлекаемой из системы ограничено изменением ее неравновесной свободной энергии. Необратимые 

процессы рассматриваются в общем случае как воспроизводимые «термодинамическими силами» 

управляемые «термодинамические потоки» [14]. Таким образом, термодинамические потоки можно 

рассматривать как следствие воздействия термодинамических сил [15], которые, в свою очередь, 

носят не механический характер, например, силы диссипации. Энтропия и корреляция взаимосвяза-

ны, а работа может быть извлечена из корреляции между системой и памятью резервуара [13]. Дис-

сипативная информация характеризует количественную меру затраченной работы, извлеченной из 

корреляционных связей. Таким образом, квантовая диссипативная информация характеризует потен-

циальную затрачиваемую работу и информация, связанная с событиями о системе, рассматривается 

как потеря части возможной работы. В свою очередь, условная взаимная информация может рас-

сматриваться как часть производства термодинамической энтропии. Условно свободная энергия 

эквивалентна максимально извлекаемой из системы работе при известной памяти резервуара. Други-

ми словами, количества возможной полезной работы можно извлечь больше из корреляционных 

связей между системой и памятью резервуара, взаимодействующего с системой, если корреляция 

доступна наблюдателю [15].  

П1.1. Определение количества скрытой в классических состояниях 
квантовой информации и «Демон Максвелла» 
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Решение задачи заключается в проектировании робастных БЗ интеллектуальных когнитивных 

регуляторов, производящих управляющие силы и удовлетворяющих перечисленным требованиям. 

Рассмотренные положения являются платформой для оценки физических ресурсов при конструиро-

вании моделей квантовых алгоритмов самоорганизации интеллектуального когнитивного управления 

с применением дополнительно выполненной полезной работы, извлеченной из скрытой в классиче-

ских состояниях квантовой информации.  

Пример: скрытая (наблюдаемая) классическая корреляция в квантовом состоянии. Рассмотрим 

ситуацию, в которой произвольное количество корреляции не доступно наблюдению при односто-

роннем обмене сообщениями. Начальное состояние   определяется подсистемами A и B на соответ-

ствующих подпространствах размерностью 2d  и d  в виде 

   
1 1

†

0 0

1

2

d

t tA B
k t

k k t t U k k U
d




 

   , где k  – кэт-вектор, k  – бра-вектор,   – тен-

зорное произведение, операторы 0 1 and U I U  меняют исходный вычислительный базис на объеди-

нённый как 1

1
,i U k i k

d
  . В этом случае 'sB  выбирает случайным образом состояние 

k  из d  состояний в двух возможных случайных базисах (в зависимости от случая, когда 0t   или 

1), в то время как A  обладает полным знанием о состоянии B . Для того, чтобы достичь 
    log 1
l

ClI d   , A  посылает значение t  к B , который в свою очередь применяет оператор tU  к 

своему состоянию и измеряет значение k  в вычислительном базисе. В результате A  и B имеют 

измерение k  и t , что даёт 
    log 1
l

ClI d    бит корреляции [18]. 

Состояние   эволюционирует по следующему сценарию. Пусть 2nd  . Тогда A  случайным 

образом выбирает k  строк длиной в n  битов и посылает к B  k  или 
nH k

 в зависимости от 

случайного значения бита 0t   или 1, где H  – преобразование Адамара. Далее, A  посылает t  к B  

и производит наблюдение созданной корреляции. Экспериментально установлено, что применения 

преобразования Адамара и измерения состояния квантовых битов достаточно, чтобы реализовать 

процедуру приготовления состояния   и затем извлечь скрытую в состоянии   классическую 

корреляцию. Начальная корреляция является малой величиной,    
1

log
2

l

ClI d  . После полного 

измерения AM  при одностороннем обмене сообщениями конечное значение количества информации 

в квантовом состоянии определяется как       log 1
l

Cl ClI I d     , т.е. количество доступной 

информации увеличивается [15,18]. 

Количество скрытой информации рассматривается как дополнительный информационный ре-

сурс и как «термодинамическая» управляющая сила, которая производится в соответствии с полезной 

работой (преобразованной из доступного количества информации). Полное измерение AM  выполня-

ет роль «Демона Максвелла» в базисе  k t  оптимально для A , поскольку результат измерения 

точно даёт информацию о том, какое чистое состояние из ансамбля выбрано. Поэтому имеется воз-

можность применить классический, локальный процесс обработки (результата измерения) для полу-

чения информации о распределении результатов других измерений. Для системы A  выбор опти-

мального измерения позволяет для системы B извлечь из  ClI   доступное количество информации 

AccI  об ансамбле равномерно распределённых состояний   1 0, , 1
,

k d
k U H k

 
 . 

Таким образом, полная корреляция состоит из следующих частей:  

- классическая – между реальными значениями нормированного управляющего сигнала;  

- квантовая – между виртуальными значениями нормированного управляющего сигнала;  
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- смешанные – между реальными и виртуальными значениями нормированного управляющего 

сигнала.  

Первые два типа корреляций изучаются в корреляционной теории случайных (классических и 

квантовых) процессов. В этом случае интенсивность квантовой корреляции выше, чем классической 

корреляции (неравенство Белла). Третий тип корреляции является новым в теории квантовых стоха-

стических процессов и подробно рассмотрен в [13,15]  

Рассмотрим второй закон термодинамики в системе управления с обратной связью.  

П1.2. Особенности второго закона квантовой информационной термо-
динамики систем с обратной связью 

Представим степени свободы обобщенных координат системы z как степени свободы системы x 

и степень свободы термостата b : z = (x; b). Примем X и B  как фазовые пространства системы и 

термостата соответственно. Предположим, что полный Гамильтониан имеет вид 

       int
, , ,

Z X B
H z H x H b H z     , где последний член правой части представляет собой 

Гамильтониан взаимодействия и предполагается, что он будет равен 0 в начальный и конечный мо-

менты времени. Предположим, что начальное состояние является состоянием произведения началь-

ного распределения вероятностей системы и канонического ансамбля термостата как 

     i i eq i

Z X B

ip z p x p b , где  
  

eq i

B BH b FBp b e
 

  и 
 BB H bFe dbe

    . Имеет место неравенство 

 :XS Q I Z M    , где рассеянное тепло отождествляется с разностью энергий термостата как 

f i

B BQ H H   и  :XS Q I X M    . Левая часть последнего уравнения означает сумму 

производства энтропии Шеннона и производства энтропии термостата. Следовательно, данное урав-

нение показывает, что общее производство энтропии может быть уменьшено контуром обратной 

связи на величину взаимной информации  :I X M . Отождествляя изменение энергии всей системы 

XH Q   с работой W, совершаемой над системой, получаем  :X

BW F k TI X M   . Пред-

ставим это уравнение как  :X

BW F k TI X M    , что означает возможность извлечения из 

системы больше работы, нежели гласит второй закон термодинамики, на количество общей инфор-

мации  :I X M , полученной в ходе измерения. Данное свойство второго закона термодинамики в 

системе управления с обратной связью присутствует в квантовом алгоритме КНВ [13,14]. Таким 

образом, область эффективности ИСУ может быть расширена за счет включения свойства робастно-

сти, которое является одной из важнейших характеристик качества управления. 

Примечание. Второй закон термодинамики в системе управления с обратной связью имеет вид 

 fb fb :X

BW F k TI X M   . Минус в правой части количественно определяет возрастание энергии 

управления с обратной связью, или извлекаемую работу сверх классического второго закона термо-

динамики (благодаря демону Максвелла). 

В процессе измерения получаем  meas meas meas :X Y M

BW F F k T I X M S      , правая часть ко-

торого представляет дополнительную работу, необходимую демону для выполнения измерения, а в 

процессе стирания информации получаем 
eras eras

Y M

BW F k TS  , где правая часть — дополнитель-

ные затраты на стирание информации, хранимой демоном.  

Таким образом, сумму затрат как на измерение, так и на стирание возможно определить как 

 m+e m+e m+e :X Y

BW F F k TI X M   , где  Wm+e = Wmeas + Weras . Прирост работы демона компенси-

руется стоимостью работы, которую демон платит за измерение и стирание. В результате, количество 

информации в правых частях уравнений взаимно сокращается: tot tot tot 0X YW F F   , где  Wtot = 

Wmeas + Wfb + Weras . Традиционное последнее неравенство, по аналогии со вторым законом термоди-

намики, репродуцируется в общем процессе, состоящем из измерения, управления с обратной связью 
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и стирания. В частности, в изотермическом цикле оно сводится к  Wtot ≥ 0, что есть не что иное, как 

принцип Кельвина для изотермической композитной системы. Бриллюэн утверждал, что уменьшение 

энтропии демоном компенсируется стоимостью измерения. С другой стороны, принцип Ландауэра 

гласит, что стоимость работы по стиранию хранимой информации превышает прирост работы управ-

ления с обратной связью. Несмотря на то, что данные принципы корректны некоторых типов кон-

кретных систем, утверждать об их справедливости в отношении всех типов систем нельзя. Компенса-

ция прироста работы демона достигается за счет совместной работы для процессов измерения и 

стирания, а не за счет индивидуальной потраченной работы. 

Обобщенные выше информационно-термодинамические неравенства показывают, что демон 

Максвелла строго следует второму закону термодинамики. В терминах энтропии Шеннона было 

получено [15] 

 

 fb fb :XS Q I X M   
 

 meas meas meas :X YS S Q I X M   
 

eras eras 0YS Q  
 m+e m+e m+e 0X YS S Q   

 

и tot tot tot 0X YS S Q   
. 

Примечание. Приведенные соотношения между количеством информации, извлекаемой свобод-

ной полезной энергией и работой подтверждают отмеченный выше вывод: робастность ИСУ может 

быть повышена за счет производства энтропии когнитивного регулятора, уменьшающего потери 

полезного ресурса объекта управления, а негэнтропия когнитивного регулятора снижает требования к 

минимуму исходной информации для достижения требуемого уровня робастности. 

Определим нижнюю границу для работы, полученной с различными базами измерения. Для изу-

чаемой тепловой машины, если есть два набора операторов измерения, общая работа, извлекаемая 

после процесса работы тепловой машины, будет ограничена из-за принципа неопределенности. 

Пример: Работа, извлеченная от работы тепловой машины при использовании энтропийного со-

отношения неопределенностей. Соотношение энтропийной неопределенности записывается как 

     2

1
logS K B S M B S A B

c
  

, 

где S(·|·) представляет собой условную энтропию фон Неймана, M, K представляют собой различные 

базы измерения, а c определяется покрытием между этими двумя базами. Таким образом, c обознача-

ет максимальное перекрытие между любыми двумя собственными векторами наблюдаемых K и M, 

установленное максимальное покрытие c как центральный параметр энтропийной неопределенности. 

Примечание. Тепловая машина в данной работе включает процесс измерения на третьем этапе. 

Хорошо известно, что Гейзенберг установил фундаментальный предел точности результатов для 

пары несовместимых наблюдаемых. Для квантовой системы, вероятно, запутанной с квантовой памя-

тью, существует энтропийное соотношение неопределенности, связанное с запутанностью, для двух 

несовместимых измерений и, в более общем случае, для множественных измерений. Однако далее мы 

изучим тепловую машину, рассмотрев два измерения на третьем этапе. 

Для удобства рассмотрим случай с одним резервуаром. Движок будет работать дважды с двумя 

наборами оператора измерения  k

A
k k  и   m

A
m m  Поэтому для состояния 

i

AB  в силу 

ограничений принципа неопределенности имеем следующее соотношение 

     2

1
logS k B S m B S A B

c
   , в котором      i i

AB BS A B S S   . S(k|B) — условная 

энтропии фон Неймана для состояния после измерения,  
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k k i ki i i

B AB B B k B BA A
k k

S k B S I I S S p k k S   
   

         
   
  

, 

где 
 Tr

k ki

k ABA A
p   

 и 

   Tr /
k ki k i

B A AB kA A
p   

. 

Аналогично,  

     i m i

m B B

m

S m B S q m m S 
 

   
 


, 

где 
 Tr

m mi

m ABA A
q   

 и

   Tr /
m mi k i

B A AB mA A
q   

. 

Нетрудно получить: 

           2

1
log

i k i mi i i i

k B B m B B AB B

k m

S p k k S S q m m S S S
c

     
   

          
   
 

. 

Это отношение может быть упрощено как          2 2

2

1
log i i

AB AB AB BS S S S
c

       , где 

  2

ABS    указывает на соответствующее состояние, когда мы используем базы измерения  m

A . 

Извлекаемая работа имеет верхнюю границу в виде: ext S B BW F k T S k T I      . 

Таким образом, находим изменения энтропии между начальным и конечным состояниями для 

системы S и мульти-теплового резервуара R, 
     i f

SR SR A BS S S S I      , где 

     f i

A A AS S S     обозначает изменение энтропии вспомогательной системы A, BS обознача-

ет изменение энтропии квантовой памяти B, I обозначает квантовую взаимную информация, опреде-

ляемая здесь как        : X Y XYI X Y S S S     , здесь 
         2 2

: :
i i

I I A B I A B    пред-

ставляет собой изменение квантовой взаимной информации в процессе теплового двигателя для 

составной системы M, включающей как A, так и B. 

Подчеркнем, что это соотношение дает 
     2 i

AB ABS I S S     . Далее обозначим max

kW  

максимально извлекаемую работу первого двигателя с проектором   k

A
k k и аналогично max

mW  

другому измерению. Тогда  

           2 2

max max,   
i ik m

S B AB AB S B AB ABW F k T S S W F k T S S             
     . 

Ввиду ограничения энтропийного соотношения неопределенностей, для 
     2 2

AB ABS S    вы-

полняется неравенство          2 2

2

1
log i i

AB AB AB BS S S S
c

       . Мы внесем это в отношения 

max max

k mW W . Тогда окончательный результат имеет 

 max max 2

1
logk m i i

S S BW W F F k T S A B
c

 
      

  . 
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Термин  i iS A B , появляющийся в правой части, количественно определяет степень запутанно-

сти между A и B. Эта величина играет важную роль в квантовой теории информации. Обсуждаемое 

неравенство играет совершенно иную роль по сравнению с неравенствами второго начала термоди-

намики. Примечательно, что энтропийная неопределенность, которая является представлением прин-

ципа неопределенности Гейзенберга, подразумевает, что существует нижняя граница, а не верхняя 

граница для тепловой машины. Другими словами, общий прирост работы может быть больше, чем 

граница для двух баз измерения.  

Отрицательное значение, означающее наличие запутанности, приведет к более высокой нижней 

границе и позволит получить большую работу для двух измерений. Это новое явление, ранее не 

наблюдавшееся. Непосредственно результаты могут быть обобщены для нескольких измерений. 

Изменения энтропии и квантовая взаимная информация накладывают новый предел для марги-

нальной части работы, превышающей общепринятый второй закон термодинамики. Если предвари-

тельно провести два измерения, он находит новое неравенство из-за энтропийного соотношения 

неопределенностей с помощью квантовой памяти, которая обеспечивает нижнюю границу работы, 

полученной от тепловой машины. Этот результат описывает факт, противоположный термодинамике, 

при рассмотрении запутанности в квантовой информатике. Принцип ограничивает трудозатраты 

изменением энтропии Шеннона памяти. 

Приложение 2: Информационные условия и ограничения на процессы 
когнитивного управления 

Уравнение (3) связывает в аналитической форме такие качественные понятия теории управления 

u  как устойчивость, управляемость и робастность на основе понятия энтропии феноменологической 

термодинамики с учетом совершения полезной работы регулятора.  

Такой подход позволяет, как отмечалось ранее, найти такое управление u , которое имеет необ-

ходимое распределение между уровнями устойчивости, управляемости и робастностью, и позволяет 

достигать цели управления в нештатных ситуациях с минимальным расходом полезного ресурса за 

счет применения в качестве функции пригодности в генетическом алгоритме минимум производства 

обобщенной энтропии, входящей в правую часть (3).  

Для оценки информационных возможностей интеллектуального когнитивного регулятора рас-

смотрим важную связь между термодинамической S  и информационной H  энтропиями.  

Пример: Термодинамическая интерпретация информационной энтропии Шеннона – эквива-

лентность мер энтропий. Рассмотрим для переменной X т.н. зета-функцию Хассе-Вейля (HW – 

Hasse-Weil) следующего вида    
1

, 1
ra

r

r

Z X t t




  . При замене переменных st q  можно обозна-

чить функцию зета-функцию Хассе-Вейля  , sZ X q . Согласно [3, 4] информационная энтропия 

Шеннона  ,H X s  для вероятностного распределения  , ,   
( , )

n

HW

t
P n x n X

Z X t
   имеет вид 

     
,

, , log ,
n x

H X t P n x P n x  . При st q  можно  ,H X s . Оказалось (см. в [4], 6.2.1. Lemma) 

имеем между информационной энтропией Шеннона и зета-функцией Хассе-Вейля  ,HW sZ X q  

следующее соотношение  , 1 ( , )HW sd
H X s s Z X q

ds

 
  
 

. Для свободной энергии F  физической 

системы  
1

log ,   0F Z
T

     , T  – температура, и т.н. частной функции  Z   как частный 

случай функции  ,HW sZ X q  приведенная Лемма показывает, что информационная энтропия Шен-

нона  ,H X s  полностью согласуется с термодинамической энтропией  1 logS Z 


 
  

 
. В 
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этом случае зета-функция Хассе-Вейля  ,HW sZ X q  идентифицируется частной функции  Z   

физической системы с Гамильтонианом H  таким образом, что выполняется соотношение 

   Tr ,HWe Z X q  H . Тогда выражение для термодинамической энтропии совпадает с соотноше-

нием для информационной энтропии Шеннона для распределения вероятностей следующего вида 

 
 

ne
P n

Z







  при    Z Tr e   H  и   nSpec H . Так как имеем  

         

       

 

log log

                                   1 log log

                                   1 log ,

n

n n n

n

n n

S P n P n P n Z P n

P n Z P n Z

Z

  

   


 


    

   
            

 
  

 

  

 

 

где    log .n

n

P n Z 






  Таким образом, в результате вычислений имеем прямое доказательство 

эквивалентности мер энтропий      1 log log
n

S Z P n P n H 


 
     

 
 . 

Рассмотрим теперь (55) с учетом приведенной связи термодинамической энтропии с информаци-

онной энтропией Шеннона. Термодинамическое определение S и информационной H энтропий свя-

заны соотношением фон Неймана [1] в виде: ln ,i i

i

S kH k p p     где 
231.38 10 дж/Кk    и являет-

ся постоянной Больцмана. Подставим в уравнение (55) вместо  S t  информационную энтропию 

Шеннона H. В результате получим 

      
1

робастность
устойчивость управляемость

, , , 0.

n

i p c p c p c

i

dV
q q t k H u k H H

dt
H H H



       

           (П2.1)  

Таким образом, уравнение (П2.1) связывает также устойчивость, управляемость и робастность, 

но уже на основе информационной энтропии Шеннона, позволяющее также определять управление 

u  для гарантированного достижения цели управления в нештатных ситуациях с требованием мини-

мального количества информации о внешней среде и о состоянии объекта управления. Следователь-

но, система уравнений (3) и (4) составляют систему уравнений, определяющая такое управление u , 

которое гарантирует достижение цели управления в нештатных ситуациях с минимальным расходом 

полезного ресурса и минимально требуемой исходной информации. 

Таким образом, уравнения (55) и (П2.1) включают в себя перечисленные возможности примене-

ния физической или информационной энтропий проектируемого управления u  в качестве полезного 

ресурса для достижения глобальной робастности ИСУ.  

Отметим некоторые дополнительные выводы из анализа особенностей информационно-

термодинамического закона квантовой самоорганизации когнитивных робастных ИСУ с позиции 

теории динамических робототехнических систем.  

Выводы. Физический (термодинамический) критерий (55) самоорганизации робастных ИСУ по-

казывает, что уровень робастности возможно повысить за счет управления производством энтропии 

технического контроллера, который позволяет снизить потери полезного ресурса объекта управле-

ния. Информационный критерий (П2.1) показывает, что негэнтропия когнитивного регулятора сни-

жает требования к количеству необходимой начальной информации для гарантированного достиже-

ния проектируемого уровня робастности. Таким образом, извлекаемая информация из БЗ 

когнитивного регулятора предоставляет возможность получить дополнительный ресурс для соверше-

ния полезной работы, что эквивалентно возможности совершения целенаправленного действия на 

объект управления для гарантированного достижения цели управления. Этот факт подтверждает 
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справедливость утверждения о физической природе информации [29–32] и управление, использую-

щее данную информацию, позволяет совершить полезную работу.   

Обсудим кратко физические (энергетические) особенности взаимодействия объекта управления 

и регулятора в условиях управления как энергетического обмена. Приведенные соотношения харак-

терны для диссипативных или без потерь моделей объектов управления с высокоэнергетическими 

уровнями, а также для применяемых в данных объектах регуляторов с обратной связью без потерь с 

низким энергетическим уровнем. В этом общем случае энергия стремится к передаче от объекта 

управления регулятору тем самым энергия объекта управления убывает, и энергия регулятора увели-

чивается и энергия эмуляции (но не физическая энергия) аккумулируется регулятором. И наоборот, 

если применяемый регулятор с высоким энергетическим уровнем, то объект управления с низким 

энергетическим уровнем, то энергия может передаваться от регулятора объекту управления, так как 

регулятор может воспроизводить реально физическую энергию для управления достижимостью 

требуемого энергетического потока.  

Тогда, если и когда состояния регулятора совпадают с высоким уровнем энергии эмуляции, то-

гда возможно восстановить данные состояния удаляя энергию эмуляции так, что энергия эмуляции не 

возвращается к объекту управления. В этом случае общая замкнутая система состоит из объекта 

управления и регулятора и обладает прерывистыми потоками такими, что возможно организовать 

логическое переключение в сочетание с непрерывной динамикой и сформировать модель описания 

на основе импульсных дифференциальных уравнений [29].  

Основная цель робастного интеллектуального когнитивного управления заключается в поддерж-

ке оптимального соотношения в распределении качеств управления таких как устойчивость, управля-

емость и робастность при выполнении термодинамических и информационных соотношений и вы-

полняют роль информационно-термодинамических компенсаторов стабилизации процессов 

управления. Множество обнуления определяется как множество всех точек в пространстве состояний 

регуляторов с замкнутыми обратными связями, которому соответствует регуляторы с убывающей 

энергией эмуляции. При обнулении состояний регулятора энергия объекта управления никогда не 

может возрастать после первого же события обнуления состояний.  

Более того, если энергия замкнутой системы управления сохраняется между событиями обнуле-

ния состояний регулятора, то убывание энергии объекта управления сопровождается соответствую-

щим возрастанием энергии эмуляции. Таким образом, поддержка оптимального информационно-

термодинамического распределения между устойчивостью, управляемостью и робастностью за счет 

процессов самоорганизации знаний может быть реализован при помощи нового квантового алгорит-

ма управления самоорганизацией знаний в виде неточных БЗ на основе операций квантовых вычис-

лений, которые отсутствуют в технологиях мягких вычислений.  

 


