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Проблема составления расписания характеризуется тем, что, несмотря на многообразие 
методов решения ее в различных предметных областях, отсутствует унифицированный инва-
риантный метод. Следует отметить, что теория расписания даёт ответ на этот проблем-
ный вопрос. Однако не решена технологическая задача сведения разнообразных содержатель-
ных постановок к задаче упорядочения и оценки сложности для выбора эффективного метода 
решения данной задачи.  
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Scheduling problem is characterized by the fact that, despite the variety of methods for it decision 
in various subject areas, there is no unified invariant method. It is necessary to notice that the sche-
dule theory answers on this problem question. However the technological reduction problem of vari-
ous substantial statements to a problem of streamlining and an estimation of complexity for a choice 
of an effective problem decision method isn’t solved. 
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Введение 

Время – важнейший жизненный ресурс. Жан де Лабрюйер писал: «Сожаление о неразумно 
растраченном времени, которому предаются люди, не всегда помогает им разумно употребить 
его остаток». Для того чтобы не сожалеть о растраченном времени, необходимо им управлять. 

В настоящее время существует множество стратегий управления временем, ведутся иссле-
дования в этой области, разрабатываются методы. Управление временем (тайм-менеджмент, 
time management, организация времени) – это технология организации времени и повышения 
эффективности его использования [1].  

Основное содержание управления временем составляет планирование расходов времени на 
решения разнообразных задач в соответствии с их срочностью и важностью. Простейшей фор-
мой такого планирования служит составление расписания, где в хронологическом порядке 
фиксируются все предстоящие задачи, требующие решения.  

Расписание – некоторая совокупность указаний относительно того, какие именно требова-
ния какими именно ресурсами обслуживаются в каждый момент времени [2]. 

Хрестоматийным стал один из первых экспериментов Тейлора, героем которого стал груз-
чик по фамилии Шмидт. Он был одним из членов бригады, где на каждого приходилась устра-
шающая дневная норма – требовалось погрузить в железнодорожные вагоны по двенадцать с 
половиной тонн чугунных болванок. Рабочие клялись, что выполнить эту норму очень трудно, 
а перевыполнить – невозможно. Однако Шмидт, следуя подробным инструкциям Тейлора по 
выполнению трудового процесса, сумел превысить норму почти в четыре раза. Соответственно 
увеличился его заработок [3].  

Таким образом, расписание является полезным инструментом в организации человеческой 
деятельности. Для многих людей составление расписания является профессиональной обязан-
ностью. Они организовывают учебный процесс, составляют расписание движения транспорта, 
разрабатывают календарные планы работы предприятий и учреждений и т.д. Зачастую доволь-
но сложная задача – увязать со временем множество действий, сопряженных с достижением 
заданной цели. 

Расписание используется: 
- в управлении проектами (для выбора той или иной очередности выполнения работ);  
- в оперативно-календарном планировании (при составлении план-графиков загрузки 

оборудования);  
- в системах технологической подготовки производства (при формировании маршрутно-

операционных технологических процессов); 
- в производственной логистике (при планировании объемов и мест складирования про-

изводственных заделов);  
- в транспортной логистике (при составлении оптимальных схем грузоперевозок);  
- при организации занятий в ВУЗе, рейсов самолетов, движения поездов, обслуживании 

клиентов и т.д. 

Еще в середине 50-х годов XX века возникла потребность в глубоких исследованиях в 
данном направлении в связи с внедрением автоматизированных систем управления производ-
ством. Решение задач, связанных с составлением расписания выполнения работ в производст-
венных системах привело к созданию теории решения задач составления расписаний [4-7]. 

В это время появляется термин «теория расписаний». Теория расписаний – раздел дис-
кретной математики, занимающийся проблемами упорядочения.  

В настоящее время интерес к решению задач расписания возрос в связи с оживлением 
промышленного производства. Но многие авторы отмечают, что появились новые задачи, кото-
рые вызывают определенные трудности. В свое время был сформулирован класс так называе-
мых трудно решаемых задач теории расписания (NP-трудных), для решения которых еще не 
найдено эффективных алгоритмов решения. Именно к таким задачам можно отнести большин-
ство реальных задач производственного планирования. 
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Вместе с тем нужно отметить, что по сравнению с серединой прошлого века рост вычисли-
тельной мощности компьютерных систем, появление современных суперкомпьютеров и кла-
стеров рабочих станций сделали возможным решение многих задач. Постоянное повышение 
мощности компьютерных систем расширяет возможности разработчиков в применении более 
эффективных методов решения; задачи расписания, которые еще в недалеком прошлом не мог-
ли быть решены в реальном масштабе времени, успешно решаются, благодаря использованию 
параллельных алгоритмов, реализуемых на многопроцессорных системах, обладающих высо-
ким быстродействием. Это делает актуальным возврат к решению задач составления расписа-
ния. 

В наиболее общей формулировке задача составления расписания состоит в следующем. 
Среди множества работ и множества ресурсов (человеческих, технологических и др.), обеспе-
чивающих совершение данных работ, должны быть распределены временные ресурсы таким 
образом, чтобы была выполнена некоторая фиксированная система работ. Цель состоит в том, 
чтобы при заданных свойствах работ и ресурсов и наложенных на них ограничениях найти эф-
фективный алгоритм упорядочения работ во времени, оптимизирующий желаемую меру эф-
фективности. 

Все известные работы в этом направлении [8-20] можно условно разделить на две группы. 
К первой группе относятся работы, использующие классические методы: методы динамическо-
го программирования, целочисленного программирования, нелинейного программирования, 
методы имитационного моделирования: методы ветвей и границ [21], метод раскраски графа 
[10, 22], задача о назначениях [23] и др. Вторая группа работ основана на современных методах 
решения задач целочисленного программирования, использующих эвристические алгоритмы 
решения данных задач [21, 22, 24, 25, 26].  

Отсутствие комплексного подхода связано с тем, что эффективность составления расписа-
ния зависит от большого количества факторов. Решение технологической задачи сведения раз-
нообразных содержательных постановок задач расписания другими словами унификация таких 
задач позволит значительно сократить время, затрачиваемое на выбор метода решения задачи 
для фиксированной предметной области. 

1. Систематизация задач «расписания» 

Рассмотрим некоторую обобщенную классификацию задач составления расписания, по-
строенную на основе анализа особенностей характеристик ресурсов (работ и машин), а также 
критериев (целевых функций), предложенную Юсуповой Н. И., Сметаниной О. Н., Ахтарие-
вым А. А. в статье «Об одной классификации задач составления расписаний» [27]. 

В предлагаемой классификации любая задача может быть записана следующим образом: 
– ߛ ;характеристики работ (Таблица 2) – ߚ ;характеристика машин (Таблица 1) – ߙ где ,ߛ|ߚ|ߙ
целевая функция задачи (Таблица 3). Работы состоят из операций ܬ௜ = { ௜ܱభ , ௜ܱమ , … , ௜ܱ೙}. Опера-
ция ௜ܱೕ  требует ݌௜௝  времени и может выполняться на одной из машин множества 
௜௝ߤ ⊆ ,ଵܯ}  … , {௠ܯ . Если หߤ௜௝ห = 1, ∀݆݅,  то получаем модель с предписаниями. Если 
หߤ௜௝ห =  ݉, ∀݆݅, то получаем модель с параллельными машинами.  

Поле α состоит из 2 частей ߙ =  .ଵ – характеристики машинߙ ଶ, гдеߙଵߙ

Целевые функции обозначаются, как ܿ௜ – время окончания работы ܬ௜. Рассматриваются два 
типа минимизируемых целевых функций: ݂(ܿ) = ௜ݔܽ݉ ௜݂(ܿ௜) и ݂(ܿ) = ∑ ௜݂(ܿ௜)௡

௜ୀଵ . 

Особенности задач теории составления расписаний в зависимости от характеристик ма-
шин, работ, целевой функции приведены на рис. 1. В левой части рисунка представлены воз-
можные целевые функции (ܥ௠௔௫  – время окончания всех работ, ܮ௠௔௫  – запаздывание относи-
тельно директивных сроков, ∑ ௜ܿ௜ݓ

௡
௜ୀଵ  – взвешенная сумма окончания работ). Посередине нахо-

дятся характеристики машин: одна машина, параллельные машины, рабочий цех и потоковая и 
открытая линии. А справа характеристики работ: разбиение на группы, с разрешенными преры-
ваниями и с условиями предшествования. 
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Рис. 1. Особенности составления расписания в зависимости от целевой функции, характери-
стики машин (ресурсов) характеристики работ 

Таблица 1. Особенности задач составления расписания в  
зависимости от характеристик машин 

 

Значения ࢻ૚ Характеристики машин 

૚ࢻ = ∅ Для каждой работы задана машина для ее выполнения 
૚ࢻ = ௜௝݌ Машины параллельны и одинаковы ࡼ =  ௜݌ 
૚ࢻ =  ,Машины параллельны, длительности выполнения работ произвольны ࡾ

но ݌௜௝ =  ௜௝ݏ/௜݌ 
Если ࢻ૚ ∈ {∅, ,ࡼ ,ࡽ То ݊௜ ,{ࡾ = 1∀݆, т.е. каждая работа состоит из одной операции 
૚ࢻ =F (рабочий цех) У каждой операции своя машина ห݌௜௝ห = 1 и линейный порядок вы-

полнения операций ௜ܱଵ →  ௜ܱଶ →. . . → ௜ܱ௡೔  
૚ࢻ = ଵܯ Машины упорядочены (потоковая линия) ࡻ , ,ଶܯ … ,  ௠ и каждая работа проходит всеܯ

машины в этом порядке ݊௜ = ݉ и ߤ௜௝ = ,௝ܯ ∀݅ 
૚ࢻ = Каждая работа состоит из m операций (݊௜ (открытая линия) ࡶ = ݉), но ߤ௜௝ = ,ଵܯ} … ,  ௠} иܯ

на множестве операций нет условия предшествования 
૚ࢻ =  смешанный) ࢄ
цикл) 

Смесь ܬ и ܱ 

૚ࢻ = -Произвольный порядок предшествования на операциях (как в кален (общий случай) ࡳ
дарном планировании) 

Если ࢻ૚ ∈ ,ࡶ} ,ࡲ ,ࡻ ,ࢄ То ݊௜ ,{ࡳ ≥ 1, т.е. у каждой работы может быть несколько операций 

෍ ௜ݓ
(ఊ)

ܿ௜ 

௠௔௫ܮ
(ఊ)

 

௠௔௫ܥ
(ఊ)

 

ଶߙ = 1 
одна машина 

ଵߙ = ܲ, ܳ, ܴ 

параллельные 
машины 

ଵߙ =  ܨ
рабочий цех 

условия 
предшествования 

 (ଶߚ)
 

работы разбиваются 
на группы 

 (଺ߚ)
) 

ଵߙ = 0 
потоковая линия 

ଵߙ =  ܬ
открытая линия 

разрешены 
прерывания 

 (ଵߚ)
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Таблица 2. Особенности задач составления расписания 
 в зависимости от характеристик работ 

 

Значения ࢼ Характеристики работ 

 ૚ Разрешаются прерыванияࢼ
 ૛ Условия предшествования на множестве работࢼ

(цепи деревья, сети) 

૜ࢼ =  Время поступления на обслуживание ࢏࢘
૝ࢼ ∈ ࢐࢏࢖} = ૚; ࢐࢏࢖ ∈ {૙, ૚}; ࢐࢏࢖ = ,(࢚)࢐࢏࢖ … } Уточнение для времени выполнения операций 

૞ࢼ =  Директивные сроки окончания работ ࢏ࢊ
 ૟ Работы разбиваются на группы, и в каждойࢼ

группе берется максимум (сумма) времен вы-
полнения работ 

 
Таблица 3. Особенности задач составления расписания  

в зависимости от целевой функции 

Рассмотрим следующие практические примеры задач расписания: 
- Загрузка оборудования на производстве. 

Примером задачи загрузки оборудования на производстве может служить задача составле-
ния плана обработки партии деталей на заводском оборудовании.  

Задача заключается в том, чтобы распределить временные ресурсы, затрачиваемые на вы-
полнение работ соответствующими машинами. 

Работами являются отдельные операции обработки деталей, машинами – оборудование, на 
котором выполняются эти операции. Критериями оптимальности плана могут быть общее вре-
мя, необходимое для обработки всей партии деталей (окончания всех работ), потребляемая 
оборудованием электроэнергия и т. д. 

Основываясь на приведенной классификации, машины могут быть организованы следую-
щим образом: для каждой работы задана машина для ее выполнения, машины работают парал-
лельно, рабочий цех (у каждой операции своя машина и линейный порядок выполнения опера-
ций), потоковая линия (машины упорядочены и каждая работа проходит все машины в этом 
порядке), открытая линия (каждая работа состоит операций, но и на множестве операций нет 
условия предшествования). Операции обработки деталей могут быть организованы следующим 
образом: разрешаются прерывания, заданы условия предшествования на множестве работ, за-
дано время поступления на обслуживание, заданы времена выполнения операций, заданы ди-
рективные сроки окончания работ. 

- Составление плана-графика работы и отдыха летных экипажей. 

Такая задача возникает в процессе планирования летной работы авиакомпании [28]. 

Задача заключается в том, чтобы распределить временные ресурсы, затрачиваемые на вы-
полнение работ соответствующими машинами. 

Целевая функция Формулировка целевой функции 

࢞ࢇ࢓࡯ = ܠ܉ܕ
࢔,…,ୀ૚࢏

 Время окончания всех работ ࢏ࢉ

࢞ࢇ࢓ࡸ = ܠ܉ܕ
࢔,…,ୀ૚࢏

( ࢏ࢉ −  Запаздывание относительно директивных (࢏ࢊ
сроков 

࢞ࢇ࢓ࡰ = ܠ܉ܕ
࢔,…,ୀ૚࢏

| ࢏ࢉ −  Отклонение от директивных сроков |࢏ࢊ

࢞ࢇ࢓ࡲ = ܠ܉ܕ
࢔,…,ୀ૚࢏

( ,૙}ܠ܉ܕ ࢏ࢊ −  Опережение директивных сроков ({࢏ࢉ

෍ ࢏ࢉ࢏࢝

࢔

ୀ૚࢏

 
Взвешенная сумма окончания работ 
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Задача заключается в составлении плана-графика работы и отдыха летных экипажей авиа-
ционной эскадрильи на месяц на основании плана полетов. Работами здесь являются авиарейсы 
со всеми присущими им свойствами, а машинами – летные экипажи. Критериями оптимально-
сти могут быть равномерность распределения летного и рабочего времени по всем экипажам 
эскадрильи, а также равномерность занятости каждого экипажа в течение месяца. В авиакомпа-
нии также решается аналогичная предыдущей задача, в которой вместо летных экипажей ре-
сурсом являются самолеты. 

- Расписание занятий учебных заведений. 

Одним из наиболее распространенных примеров задачи составления расписаний является 
задача составления расписания занятий в учебном заведении [29]. 

Задача заключается в том, чтобы распределить временные ресурсы, затрачиваемые на вы-
полнение работ соответствующими машинами. 

В данном случае работами являются отдельные занятия, а роль машин могут играть ауди-
тории или преподаватели. Критериями оптимальности могут служить равномерность учебной 
нагрузки у преподавателей, количество «окон» у преподавателей и учебных групп и т. д. Со-
ставленное расписание должно удовлетворять ряду ограничений, например, по рабочему вре-
мени преподавателей в течение недели, по загруженности учащихся и т. д. 

Таким образом, на основе рассмотренных практических примеров задач расписания и не-
которой классификации задач можно сделать следующие выводы: 

- Теория изучает широкий круг задач, начиная с простейшей задачи выбора очередности 
выполнения одноэтапных работ одним исполнителем и заканчивая так называемой об-
щей задачей, связанной с анализом многошаговых технологических процессов в систе-
мах конвейерного типа. 

- Существуют разные формы представления расписаний, и довольно широк выбор тер-
минов, определяющих одни и те же понятия. 

2. Пространство состояний задачи расписания 

Проанализировав ряд задач расписания можно выделить две составляющие: 
- общая – особенности, присущие всем задачам; 
- частная – особенности, отражающие предметную направленность. 

Общим можно считать некоторое множество атрибутов расписания, из которых генериру-
ется множество всевозможных перестановок (Таблица 4). 



Электронный журнал «Системный анализ в науке и образовании» Выпуск №4, 2011 год 

7 

Таблица 4. Общая составляющая задач составления расписания 
 

 Пространство состояния расписа-
ния Теоретико-множественное описание 

Учебное рас-
писание 

Состояние Преподавателей Множество «Преподаватели» 
Состояние Студентов (групп) Множество «Студенты» 
Состояние Аудиторно-временного 
фонда 

Множество «Аудиторно-временной фонд» 

Состояние Предметов Множество «Предметы» 
Расписание 
движения по-
ездов 

Состояние Станций отправления Множество «Станции отправления» 
Состояние Станций прибытия Множество «Станции прибытия» 
Состояния Поездов Множество «Поезда» 
Состояние Временных ресурсов Множество «Временные ресурсы» 
Состояние Маршрутов из пунктов 
отправления в пункты прибытия 

Множество «Маршруты из пунктов отправ-
ления в пункты прибытия» 

Расписание 
движения са-
молетов 

Состояние Пунктов отправления Множество «Пункты отправления» 
Состояние Пунктов прибытия Множество «Пункты прибытия» 
Состояние Самолетов Множество «Самолеты» 
Состояние Временных ресурсов Множество «Временные ресурсы» 
Состояние Маршрутов (коридоров) Множество «Маршруты» 

Расписание 
загрузки обо-
рудования 

Состояние Рабочих мест Множество «Рабочие места» 
Состояние Рабочих Множество «Рабочие» 
Состояние Технологических маршру-
тов 

Множество «Технологические маршруты» 

Состояние Временных ресурсов Множество «Временные ресурсы» 

В качестве частной составляющей выступают структурные и семантические особенности 
прикладной задачи, особенности условий и ограничений, а также требования к результату, ка-
ким требованиям должно соответствовать полученное расписание. 

Рассмотрим частную составляющую задачи построения расписания в учебном заведении 
[30]. 

Опишем переменные, используемые при формализации задачи. Сначала опишем индексы, 
от которых зависят переменные.  

Все пары в течение недели последовательно пронумерованы (индекс ݌).  

В течение одного дня у данной подгруппы может быть не более ܯ௣ пар (см. условие 2ܣ). 

Заметим, что ܯ௣ может зависеть от дня недели.  

Каждая группа разбита на 2 подгруппы (ПГ), и все ПГ пронумерованы (индекс ݃).  

Соединение ПГ в группы, групп в потоки отображается с помощью матриц связности ܩ и Р 
соответственно.  

Все аудитории пронумерованы (индекс ܽ). 

Для каждой аудитории указывается ее вместимость ௔ܸ и тип ߠ௔: компьютерный класс – ܥ, 
аудитория для практических или традиционных лекционных занятий – ܦ, лекционная аудито-
рия со средствами отображения – ܣ, специальная лаборатория – ܵ.  

Все дисциплины пронумерованы (индекс ݀), где под дисциплиной понимается либо лекци-
онный курс в потоке, либо курс практических занятий в группе, либо курс лабораторных заня-
тий в подгруппе.  

Для каждой дисциплины заданы общее количество часов ௚ܶௗ  (в -й подгруппе), какой пре-
подаватель в какой подгруппе ведет эту дисциплину, тип ߬ௗௗ-й дисциплины (лекция ܮ, лабора-
торное занятие ܥ в компьютерном классе или ܵ в специальной лаборатории, практическое заня-
тие ܲ). 

Отметим, что как список дисциплин, так и количество часов по ним могут быть различны-
ми для четных и нечетных недель.  
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Все преподаватели пронумерованы (индекс ݈). 

Пусть ܮ(݀) – номер преподавателя, который ведет дисциплину ݀.  

Введем переменные, используемые при формализации задачи. 

Пусть ݔ௣௚௔ௗ = 1, если занятие по -й дисциплине у ݃-й ПГ проводится в ܽ-й аудитории на ݌-
й паре, и ݔ௣௚௔ௗ = 0 в противном случае. 

Тогда можно записать следующие ограничения, вытекающие из общих соображений отно-
сительно учебного расписания.  

ܱ1. Занятие не может проводиться одновременно в двух разных аудиториях; т. е. если 
1 ≠ ܽ2 , то для всех ݌, ݃, ܽ1, ܽ2, ܽ1 ≠ ܽ2, 

௣௚௔భௗభݔ  ∙ ∙௣௚௔మௗమݔ  = 0.     (1) 

Условие (1) можно заменить на следующее: 

∑ ௣௚௔భௗభ௔ݔ ≤ ௚ௗߩ ,      (2) 

где ߩ௚ௗ=1, если -я ПГ изучает дисциплину ݀, ߩ௚ௗ = 0 в противном случае.  

ܱ2. Одновременно не могут проводиться занятия по двум разным дисциплинам в одной и 
той же ПГ, т. е. если ݀1 ≠ ݀2, то 

௣௚௔భௗభݔ  ∙ ∙௣௚௔మௗమݔ  = 0.     (3) 

Условие можно заменить на следующее: 

∑ ௣௚௔ௗݔ ≤௧ ௚ௗߩ .       (4) 

О3. Одновременно не могут две ПГ иметь занятия в одной и той же аудитории, если они – 
не две ПГ одной группы на практическом занятии или ПГ, входящие в один поток на лекцион-
ном занятии. Это означает, что если ݃1 ≠ ݃2, то при ݀1 ≠ ݀2, либо при ݀1 = ݀2 = ݀ и ߬ = 0 

௣௚భ௔ௗభݔ  ∙ ∙௣௚మ௔ௗమݔ  = 0.     (5) 

Здесь 

߬௚భ௚మௗ = ቐ
௚ܲభ௚మ  ∙ ௚భௗߩ  , если ߬ௗ = ܮ

௚భ௚మܩ  ∙ ௚భௗߩ  , если ߬ௗ = ܲ
 0, если ߬ௗ = или ߬ௗ ܥ = ܵ

� 

или, иначе, ߬௚భ௚మௗ = )௚భௗߩ ௚ܲభ௚మ߯(߬(݀) = Л) + ܩ ଵ݃݃ଶ߯(߬(݀) = П) – коэффициент, указывающий 
на принадлежность ПГ к одной группе или одному потоку, и эта ПГ (или этот поток) должна 
(должны) изучить дисциплину ݀ (ߩ௚భௗ  = 1 в случае ПГ и ܩ௚భ௚మ = 1  в случае потока); здесь 
= (ܣ)߯  1, если условие ܣ выполняется, и ߯(ܣ) = 0 в противном случае, ௚ܲభ௚మ  и ܩ௚భ௚మ  – соот-
ветствующие элементы матриц ܲ и ܩ соответственно. Условие ܱ3 можно переформулировать 
иначе: именно в данной аудитории могут находиться только те ПГ, у которых на данной паре 
проводятся занятия по данной дисциплине. Это позволяет формализовать условие ܱ3 также и 
следующим образом: для всех ݌, ܽ, ݀. 

Данные, связанные с учебным процессом: 
- ݃ – число всех подгрупп; 
- матрица связности ܩ  подгрупп и ܲ  – групп: ܩ௚భ௚మ = 1, ௚ܲభ௚మ = 1, если ПГ ଵ݃ и ݃ଶ  – в 

одной группе или в одном потоке соответственно, и ܩ௚భ௚మ = 0, ௚ܲభ௚మ = 0 в противном 
случае; 

- ௚ܴ  – число студентов в -й ПГ; 
  ;число всех дисциплин – ܦ -
- вектор {ܮ(݀)}, где ܮ(݀) – номер преподавателя, ведущего -ю дисциплину; 
- ௚ܶௗ  – число пар по -й дисциплине в ݃-й ПГ в течение недели в соответствии с учебным 

расписанием ПГ;  
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- тип ߬ௗ -й дисциплины (ܮ – лекция, ܲ – практическое занятие, ܥ – лабораторное занятие 
в компьютерном классе, ܵ – лабораторное занятие в специализированной лаборатории); 

- матрица ߩ = ௚ௗߩ где ,{௚ௗߩ}  = 1, если -я подгруппа изучает ݀-ю дисциплину, и ߩ௚ௗ = 0 
в противном случае (т. е. ߩ௚ௗ =  ߯( ௚ܶௗ  >  0)); 

- для всех ПГ значения ߜ௚ – суммарное число пар в неделю у -й ПГ; 
- для всех дней недели значения ݃௨  – доля u-х дней недели в семестре, когда занятия не 

будут проводиться (в связи с праздниками или по другим причинам); 
- список ܭଵ всех ПГ первого курса; 
 ;П – длительность переменыݐ ,длительность одной пары – ݌ݐ -

- ௚ܶௗ
Лതതതതത, ௚ܶௗ

Пതതതതത, ௚ܶௗ
Лабതതതതതത – общее число часов лекционных, практических и лабораторных занятий 

по ݀-й дисциплине в ݃-й подгруппе;  
 ;௡ – множество дисциплин, относящихся к дипломным или курсовым работамܦ -
- Φ – множество дисциплин по физкультуре; 
- ݃௨  – доля непраздничных дней, приходящихся в течение семестра на -й день недели.  

Данные, связанные с возможностями учебного заведения: 
 ;௣ – максимальное число учебных пар в деньܯ -
 ;общее число учебных аудиторий – ܭ -
- по всем учебным аудиториям ܽ: ௔ܸ – вместимость a-й аудитории; 
-лекционная ау – ܣ ,лекционная аудитория с учебной доской – ܦ) тип a-й аудитории – ߠ -

дитория со средствами отображения, ܥ – компьютерный класс, S – специализированная 
лаборатория); 

- Δ(ܽଵ , ܽଶ) – условное расстояние между ܽଵ-й и ܽଶ-й аудиториями; 
  ;число всех преподавателей – ܮ -
  ;множество всех аудиторий вне ВУЗа – ܤ -
- Нܶ

௔ и Зܶ
௔ моменты начала и окончания занятий в аудитории ܽ ∈ -и время ߱௔, необхо ܤ 

димое, чтобы добраться до аудитории ܽ ∈  ;из ВУЗа или возвратиться обратно в ВУЗ ܤ
Лݒ -

ச  и ݒП
ச  (человек) – объемы зарезервированных в ݇-м корпусе аудиторий для лекцион-

ных и для практических занятий; 
௠௔௫ߢ -  – число всех учебных корпусов; 
௔ܥ -

Л , ܥ௔
П – число и ܥ௞,Л, ܥ௞,П – списки всех лекционных аудиторий и аудиторий для прак-

тических занятий в ݇-м учебном корпусе вместимостью ݒП
௔, ݒЛ

௔ человек соответственно.  

Данные, получаемые на основе субъективных оценок и методик:  
- cтепень приоритетности ݌௔ௗ  -й аудитории для чтения ݀-й дисциплины при 0 ≤≤ 1 и 

степень не ݌௔ௗ желательности проведения занятия по ݀-й дисциплине в ܽ-й аудитории; 
- по преподавателям: ܾ௟௨ и ܿ௟௨ – номер пары, с которой -й преподаватель хотел бы начи-

нать занятия и до которой хотел бы их закончить в ݑ-й день недели; ௟݂௨– наименьшее 
количество пар, которые хотел бы иметь ݈-й преподаватель в ݑ-й день недели;  

- набор чисел {ߤ௨} степеней дифференциации нагрузки по дням недели;  
௣௔௟ߨ -  – уровень приоритетности при ߨ௣௔௟ > 0 или неприоритетности при ߨ௣௔௟ < 0 или 

проведения ݑ-ого занятия ݈-м преподавателем в ܽ-й аудитории; 
 доля в процентах лекционных занятий в дневном расписании студентов (при числе – ߙ -

пар больше двух); 
 ;доля в процентах числа занятий по одной дисциплине (при числе пар больше двух) – ߚ -
- номер ݎ пары, после которой у первого курса не должно быть занятий; 
Лаб,஼ߛ ,Лаб,ௌߛ ,Пߛ -  – соответственно максимально допустимые доли практических, специ-

альных лабораторных и компьютерных занятий в течение учебного дня в случае, если 
число пар больше двух; 
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- ݇௨ – коэффициент, учитывающий желательность того, чтобы свободным днем был 
именно -й день недели; 

,݀)ܥ -  й паре-݌ степень нежелательности проведения занятий по -й дисциплине на – (݌
учебного дня; 

,݌)ߜ - ݀) – уровень желательности проведения -й дисциплины на ݌-й паре; 
 множество ПГ, для которых предпочтительно иметь один и тот же день недели для – ܬ -

самостоятельной работы; 
ݑ) ௨ߤ - = 1,6തതതത) – коэффициенты, учитывающие желательную степень дифференциации на-

грузки по дням недели. 

Всю совокупность требований можно условно разбить на следующие 4 категории 
  .имеющие разный уровень приоритетности [30] ,(ܪ ,ܥ ,ܤ ,ܣ)

 Имеют абсолютный приоритет, т. е. учитываются всегда и не могут быть нарушены ни .ܣ
при каких обстоятельствах. 

 Имеют высокий приоритет и могут быть нарушены в единичных случаях при крайней .ܤ
необходимости.  

-Имеют средний приоритет, могут быть нарушены, хотя их нарушение крайне нежела .ܥ
тельно.  

-Имеют низкий приоритет, их нарушение не влечет за собой никаких серьезных послед .ܪ
ствий, однако желательно, по возможности, соблюдать эти требования.  

Отметим, что приведенная градация требований достаточно условна и, как будет ясно из 
дальнейшего, возможность каждого конкретного требования может быть учтена на основе ве-
совых коэффициентов, учитывающих важность требования.  

Перечислим требования каждой категории.  

Ограничения категории ܣ 

 В дневном расписании каждой группы/подгруппы (ПГ) студентов не должно быть .1ܣ
«окон». 

-В течение дня в каждой ПГ не должно быть более 5-ти пар занятий (для первого кур .2ܣ
са – не более 4-х пар).  

 Если в дневном расписании число пар больше 2-х, то не должны проходить занятия .3ܣ
только по одной дисциплине.  

 Если в дневном расписании число пар больше 2-х, то не должны проходить только .4ܣ
лекционные занятия.  

  .Занятия первого курса должны кончаться в первой половине дня .5ܣ

-Некоторые занятия могут проходить в других организациях вне ВУЗа (выездные заня .6ܣ
тия). В связи с этим необходимо учесть требования этих организаций (по месту, времени про-
ведения, количеству студентов, участвующих в каждом занятии, и др.).  

 Для каждой учебной аудитории необходимо учесть приоритетность ее выделения для .7ܣ
каждой дисциплины (специальности, группы). Это, прежде всего, касается специальных и про-
филированных лабораторий.  

8ܣ . Необходимо учесть ограничения на учебные расписания конкретных должностных 
лиц, внешних совместителей и других выделенных сотрудников. В частности, члены ученого 
совета университета (ученых советов институтов, деканатов) не должны иметь учебных заня-
тий в промежутки времени, когда предусмотрены заседания соответствующих советов. Ректо-
ру, проректорам и другим членам руководства ВУЗа может быть удобно (или неудобно) прове-
дение занятий в определенные промежутки времени, в определенных аудиториях.  

-В каждом учебном корпусе на каждой паре необходимо зарезервировать одну свобод .9ܣ
ную аудиторию, вмещающую одну стандартную группу.  
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Ограничения категории ܤ 

  .В течение дня число учебных пар не должно превышать 4-х .1ܤ

  .Занятия на первом курсе должны начинаться с первой пары .2ܤ

  .Лекционные занятия должны предшествовать практическим и лабораторным занятиям .3ܤ

-Необходимо в максимальной степени минимизировать перемещения студентов из од .4ܤ
них помещений в другие, в особенности из одних учебных корпусов в другие.  

 В течение учебного дня в случае, когда число пар больше 2-х, не должны проходить .5ܤ
занятия только одного типа: лабораторные занятия в компьютерном классе, либо лабораторные 
занятия в специальной лаборатории, либо практические занятия, за исключением случаев, ко-
гда проведение занятия связано с внешней организацией или с внешними совместителями.  

 Необходимо обеспечить наличие дня самостоятельной работы студентов для тех ПГ, у .6ܤ
которых на данный семестр запланированы дипломные и курсовые работы.  

Ограничения категории ܥ 

-Не ставить два занятия по физкультуре в одной подгруппе в течение дня подряд. Жела .1ܥ
тельно, чтобы в течение учебного дня было не более одной пары по физкультуре и занятия на 
открытом воздухе проходили не позже определенного часа, что особенно важно в зимнее время 
года, когда рано темнеет.  

  .Каждый преподаватель в течение дня должен иметь не более 5-ти пар .2ܥ

  .Каждый преподаватель в течение дня не должен иметь более 3-х лекций подряд .3ܥ

 В расписании преподавателей суммарная длина «окон» должна быть минимальной; в .4ܥ
идеальном варианте в расписании преподавателей «окон» не должно быть вообще.  

 Необходимо назначать занятия преподавателей, по возможности, в близкие аудитории .5ܥ
с целью минимизировать их перемещения.  

Ограничения категории ܪ 

  .Занятия по физкультуре должны быть на последних парах дневного расписания ПГ .1ܪ

  .Занятия по военной кафедре должны начинаться как можно раньше .2ܪ

 Занятия по некоторым дисциплинам (например, по математике) должны проводиться .3ܪ
на первых парах дневных расписаний ПГ.  

-Желательно обеспечить наличие свободного дня для самостоятельной работы студен .4ܪ
тов для всех ПГ из заданной их совокупности (группы, специальности, потока и т. п.).  

 Необходимо учесть индивидуальные пожелания отдельных преподавателей, связанные .5ܪ
со временем начала и (или) окончания занятий у них в отдельные дни недели, числом пар в те-
чение дня и т. п.  

6ܪ . Для некоторых преподавателей необходимо обеспечить максимальное отличие или 
совпадение их расписаний с расписаниями некоторых других преподавателей. Данное требова-
ние связано, в частности, с возможностью обеспечить временные замены одних дисциплин 
другими либо совместить дисциплины ввиду предполагаемого отсутствия преподавателя, ве-
дущего одну из этих дисциплин, в течение длительного времени; например, в связи с намечен-
ными поездками либо относительно частым пропуском занятия по уважительным причинам 
(болезнью, отпуском, командировками и т. п.).  

-Для некоторых дисциплин желательно, чтобы они проходили одновременно; напри .7ܪ
мер, при наличии нескольких специальных дисциплин, читаемых по выбору студентов или вы-
бираемых студентами.  

 Необходимо минимизировать потери учебных занятий, связанные с праздничными и .8ܪ
другими мероприятиями, в результате которых занятия не проводятся.  
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 Средняя дневная нагрузка по всем дням недели (за исключением, возможно, субботы) .9ܪ
приблизительно должна быть одинаковой, т. е. колебания нагрузки по всем дням недели долж-
ны быть минимальными.  

Таким образом, на основе анализа пространства состояний задач расписания из различных 
прикладных областей сделаны следующие выводы: 

В задачах составления можно выделить две составляющие: общую, характеризующая осо-
бенности, присущие всем задачам (атрибуты или компоненты расписания), и частную – осо-
бенности, отражающие предметную направленность (ограничения, требования к результату). 

Трудности получения и практического использования научных результатов в значительной 
степени обусловлены разнообразием ограничений, встречающихся в конкретных ситуациях, 
что приводит к неизбежной идеализации исследуемых систем. 

Допустимы различные критерии оценки качества расписаний, но почти все они относятся к 
затратам времени на производство работ, что вполне согласуется со смыслом и структурой 
большинства практических задач. 

3. Методы решения задачи расписания 

Методы решения задач расписания разделяются на три класса: 
- Точные методы (в основе лежит метод полного перебора); 
- Приближенные методы; 
- Методы с гарантированной точностью. 

Точные методы 
К точным методам решения относятся методы линейного программирования, как правило, 

данные о задаче не так точны, как предполагается методом, что в значительной степени затруд-
няет его использование. Однако методы линейного программирования имеют целый ряд инте-
ресных для практического использования приложений.  

Также к точным методам решения задачи расписания относятся алгоритмы целочисленно-
го программирования Гомори, в котором предполагается, что все коэффициенты в выражениях 
и целевой функции являются целыми числами. Если учесть неделимость отдельных видов ра-
бот и ресурсов, комбинаторный характер операций, из которых состоит расписание, то такой 
метод имеет определенные возможности [31]. 

Метод отсечения 

Алгоритмы методов отсечения разработаны для решения полностью или частично цело-
численных и дискретных задач линейного программирования. Общая схема методов отсечения 
заключается в переходе от решения задачи целочисленного (дискретного) линейного програм-
мирования (ЦЛП) – Ωцܨ– задачи» к решению последовательности задач линейного программи-
рования (ЛП) – «Ω௞ܨ – задач», ݇ =  0,  1,  2,  … 

Ω௞ܨ – задача получается из Ωцܨ – задачи снятием требования целочисленности (дискрет-
ности). 

Каждая последующая k-ая задача получается из предыдущей (݇– 1)-ой путем добавления к 
условиям, определяющим область допустимых решений (݇– 1)-ой задачи, еще одного ограни-
чения, называемого правильным отсечением. 

После решения каждой k-ой задачи ЛП (݇ =  0,1,2, . ..) проверятся, удовлетворяет ли полу-
ченное оптимальное решение условиям исходной Ωцܨ  – задачи. При положительном ответе 
итерационный процесс решения – задач прекращается – полученное оптимальное решение за-
дачи ЛП является и решением исходной задачи. 

Решение каждой k-ой задачи ЛП называется k-ой большой итерацией. Доказывается, что 
при выполнении определенных условий решение исходной задачи будет получено через конеч-
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ное число итераций. Если задачи ЛП не имеют решения, не имеет решения и исходная задача. 
Блок-схема алгоритма показана на рис. 2. 

 
Рис. 2. Алгоритм метода отсечения 

Дополнительные ограничения – правильные отсечения – должны: 
- быть линейными; 
- являться «отсечением», т. е. отсекать от области допустимых решений ту ее часть, ко-

торая содержит оптимальное решение задачи ЛП, не удовлетворяющее требованиям ис-
ходной задачи; 

- быть «правильными», т. е. в отсекаемой области не должно содержаться ни одной точ-
ки, принадлежащей области допустимых решений исходной задачи. 

Известны три алгоритма отсечения: 
- 1-ый алгоритм Гомори решения целочисленной задачи ЛП. 
- 2-ой алгоритм Гомори решения частично целочисленной задачи ЛП. 
- Алгоритм Дальтона-Ллевелина решения дискретной задачи ЛП. 

Общая формула построения правильного отсечения для всех алгоритмов запишется в сле-
дующем виде: 

ݖ = ଴ߛ−
௞ − ෍ ௝ߛ−)

௞)
௝ఢНБ

,௝ݔ ݖ ≥ 0, 

где ݔ௝  – небазисные переменные оптимального решения -ой задачи ЛП – «Ω௞ܨ  – задачи», 
γ଴, γ୨ – определяются по коэффициентам разложения базисной переменной, не удовлетворяю-
щей требованиям целочисленности (дискретности) исходной задачи по небазисным перемен-
ным в последней симплекс-таблице Ω௞ܨ – задачи ЛП (строка симплекс-таблицы с найденным 
оптимальным значением задачи ЛП) [32]. 
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Для решения задач расписания часто применяют метод ветвей и границ.  

Метод ветвей и границ 

Метод ветвей и границ – один из комбинаторных методов. Его суть заключается в упоря-
доченном переборе вариантов и рассмотрении лишь тех из них, которые оказываются по опре-
деленным признакам перспективными, и отбрасывании бесперспективных вариантов. 

Метод ветвей и границ состоит в следующем: множество допустимых решений (планов) 
некоторым способом разбивается на подмножества, каждое из которых этим же способом снова 
разбивается на подмножества. Процесс продолжается до тех пор, пока не получено оптималь-
ное целочисленное решение исходной задачи. 

Алгоритм решения: 

Первоначально находим симплексным методом или методом искусственного базиса опти-
мальный план задачи без учета целочисленности переменных. Пусть им является план ܺ଴. Если 
среди компонент этого плана нет дробных чисел, то тем самым найдено искомое решение дан-
ной задачи и ܨ௠௔௫ =  .(଴ܺ) ܨ

Если же среди компонент плана ܺ଴ имеются дробные числа, то ܺ଴ не удовлетворяет усло-
вию целочисленности и необходимо осуществить упорядоченный переход к новым планам, по-
ка не будет найдено решение задачи. Покажем, как это можно сделать, предварительно отме-
тив, что ܨ (ܺ଴) ≥  .для всякого последующего плана ܺ଴ (ܺ) ܨ

Предполагая, что найденный оптимальный план ܺ଴  не удовлетворяет условию целочис-
ленности переменных, тем самым считаем, что среди его компонент есть дробные числа. Пусть, 
например, переменная ݔ௜బ  приняла в плане ܺ଴  дробное значение. Тогда в оптимальном цело-
численном плане ее значение будет, по крайней мере, либо меньше или равно ближайшему 
меньшему целому числу ܭ௜బ , либо больше или равно ближайшему большему целому числу 
௜బܭ + 1. Определяя эти числа, находим симплексным методом решение двух задач линейного 
программирования: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ܨ = ∑ ௝ܿݔ௝ → ௡,ݔܽ݉

௝ୀଵ

∑ ܽ௜௝ݔ௝ = ܾ௜  (݅ = 1, ݉തതതതതത),௡
௝ୀଵ

௜଴ݔ ≤ ,௜଴ܭ
௝ݔ ≥ 0 (݆ = 1, ݊തതതതത);

� I 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ܨ = ∑ ௝ܿݔ௝ → ௡,ݔܽ݉

௝ୀଵ

∑ ܽ௜௝ݔ௝ = ܾ௜  (݅ = 1, ݉തതതതതത),௡
௝ୀଵ

௜଴ݔ ≤ ௜଴ܭ + 1,
௝ݔ ≥ 0 (݆ = 1, ݊തതതതത);

� II 

Найдем решение задач линейного программирования (I) и (II). Очевидно, здесь возможен 
один из следующих четырех случаев: 

- Одна из задач неразрешима, а другая имеет целочисленный оптимальный план. Тогда 
этот план и значение целевой функции на нем и дают решение исходной задачи.  

- Одна из задач неразрешима, а другая имеет оптимальный план, среди компонент кото-
рого есть дробные числа. Тогда рассматриваем вторую задачу и в ее оптимальном плане 
выбираем одну из компонент, значение которой равно дробному числу, и строим две 
задачи, аналогичные задачам (I) и (II). 

- Обе задачи разрешимы. Одна из задач имеет оптимальный целочисленный план, а в оп-
тимальном плане другой задачи есть дробные числа. Тогда вычисляем значения целевой 
функции на этих планах и сравниваем их между собой. Если на целочисленном опти-
мальном плане значение целевой функции больше или равно ее значению на плане, 
среди компонент которого есть дробные числа, то данный целочисленный план являет-
ся оптимальным для исходной задачи, и он вместе со значением целевой функции на 
нем дает искомое решение. 



Электронный журнал «Системный анализ в науке и образовании» Выпуск №4, 2011 год 

15 

- Если же значение целевой функции больше на плане, среди компонент которого есть 
дробные числа, то следует взять одно из таких чисел и для задачи, план которой рас-
сматривается, необходимо построить две задачи, аналогичные (I) и (II). 

- Обе задачи разрешимы, и среди оптимальных планов обеих задач есть дробные числа. 
Тогда вычисляем значение целевой функции на данных оптимальных планах и рассмат-
риваем ту из задач, для которой значение целевой функции является наибольшим. В оп-
тимальном плане этой задачи выбираем одну из компонент, значение которой является 
дробным числом, и строим две задачи, аналогичные (I) и (II). 

Таким образом, описанный выше итерационный процесс может быть представлен в виде 
некоторого дерева, на котором исходная вершина отвечает оптимальному плану X଴ задачи (1) – 
(3), а каждая соединенная с ней ветвью вершина отвечает оптимальным планам задач (I) и (II). 
Каждая из этих вершин имеет свои ветвления. При этом на каждом шаге выбирается та верши-
на, для которой значение функции является наибольшим. Если на некотором шаге будет полу-
чен план, имеющий целочисленные компоненты, и значение функции на нем окажется больше 
или равно, чем значение функции в других возможных для ветвления вершинах, то данный 
план является оптимальным планом исходной задачи целочисленного программирования и 
значение целевой функции на нем является максимальным. 

Итак, процесс нахождения решения задачи целочисленного программирования (1) – (4) ме-
тодом ветвей и границ включает следующие основные этапы: 

Находят решение задачи линейного программирования (1) – (3). 

Составляют дополнительные ограничения для одной из переменных, значение которой в 
оптимальном плане задачи (1) – (3) является дробным числом. 

Находят решение задач (I) и (II), которые получаются из задачи (1) – (3) в результате при-
соединения дополнительных ограничений. 

В случае необходимости составляют дополнительные ограничения для переменной, значе-
ние которой является дробным, формулируют задачи, аналогичные задачам (I) и (II), и находят 
их решение. Итерационный процесс продолжают до тех пор, пока не будет найдена вершина, 
соответствующая целочисленному плану задачи (1) – (3) и такая, что значение функции в этой 
вершине больше или равно значению функции в других возможных для ветвления вершинах. 

Описанный выше метод ветвей и границ имеет более простую логическую схему расчетов, 
чем метод Гомори. Поэтому в большинстве случаев для нахождения решения конкретных задач 
целочисленного программирования применяется именно этот метод [33, 34].  

Все точные методы включают в том или ином виде перебор. Полный перебор – метод ре-
шения задачи путем перебора всех возможных вариантов. Сложность полного перебора зависит 
от количества всех возможных решений задачи. Если пространство решений очень велико, то 
полный перебор может не дать результатов в течение нескольких лет или даже столетий, по-
этому важно, используя данный метод, осуществить перебор эффективно, используя как можно 
больше информации для сокращения дерева поиска. 

Приближенные методы 
Приближенные алгоритмы – это любые схемы, которые могут привести к получению до-

пустимого решения с низкой стоимостью. 

Неудовлетворительное состояние развития точных методов решения задач теории распи-
саний обусловило разработку приближенных методов, позволяющих получать приемлемые 
решения при сравнительно небольших затратах времени и средств. Условно приближенные 
методы делятся на эвристические и вероятностные. 

Эвристические алгоритмы основаны на приеме, который называется приемом снижения 
требований. Он заключается в отказе от поиска оптимального решения за приемлемое время. 
Эвристические алгоритмы используют различные разумные соображения без строгих обосно-
ваний, поэтому довольно сложно сделать обобщение эвристических методов. Сталкиваясь с 
конкретной задачей, человек может обдумывать способ получения решения, обладающего не-
высокой стоимостью, очень мало заботясь при этом о теоретическом обосновании. Однако эв-
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ристические процедуры при всей своей произвольности и слабости могут быть с успехом при-
менены для решения задач высокой вычислительной сложности (задачи, принадлежащие клас-
су NP). Например, в методе ветвей и границ эвристические алгоритмы применяются как сред-
ство получения начальных решений и верхних оценок. 

Под «эффективным алгоритмом» понимается алгоритм, для которого число требуемых ша-
гов растет как полином от размера входной задачи. Задачи, имеющие эффективные (полиноми-
альные) алгоритмы решения, принадлежат классу Р-задач. 

Класс NP-полных задач обладает следующими свойствами: 
- никакую NP-полную задачу нельзя решить никакими известными полиномиальными 

алгоритмами; 
- если существует полиномиальный алгоритм для какой-нибудь NP-полной задачи, то 

существуют полиномиальные алгоритмы для всех NP-полных задач. 

Практическое значение понятия NP-полноты состоит в следующем: такие задачи по суще-
ству труднорешаемы с вычислительной точки зрения, они не поддаются эффективному алго-
ритмическому решению и для алгоритма, корректно решающего NP-полную задачу, потребует-
ся в худшем случае экспоненциальное количество времени и, следовательно, он не будет при-
меним на практике ни к каким, за исключением очень малых, задачам. 

В качестве примера рассмотрим NP-полную задачу Джонсона, свойства оптимальных рас-
писаний которой подробно исследуются в статье Севастьянова С. В., Чемисовой Д. А., Чер-
ных Д. А. «О некоторых свойствах оптимальных расписаний в задаче Джонсона с прерывания-
ми» [35]. 

Пример 1. Задача Джонсона (полиномиально разрешимая задача). Имеем конвейер из двух 
машин: ݉ = 2. Каждая работа состоит из двух операций с длительностями ܽ௜  и ܾ௜, минимизиру-
ется общее время обслуживания работ. 

Последовательность, минимизирующая общее время работы, такова: сначала запускаются 
работы, для которых ܽ௜ ≤ ܾ௜ в порядке неубывания ܽ௜, затем все работы, для которых ܽ௜ < ܾ௜ в 
порядке невозрастания ܾ௜ (тем самым минимизируем простои 2-ой машины из-за того, что 1-ая 
еще не успела обработать какую-либо работу). Доказана оптимальность такой последователь-
ности. Однако на случай ݊ > 2 результаты не распространяются. 

NP-полнота задачи является веским доводом при обосновании необходимости построения 
приближенных или эвристических алгоритмов ее решения, применения схем направленного 
перебора вариантов (таких, как метод последовательного конструирования, анализа и отсеива-
ния вариантов (обобщение метода ветвей и границ)), а также при обосновании необходимости 
исследования частных случаев задачи. 

Павловым А. А. и др. предложен следующий путь решения NP-полных задач: 
- исследуется труднорешаемая задача, и находятся теоретические свойства, которым 

удовлетворяет ее оптимальное решение; 
- на основе этих свойств разрабатывается полиномиальный алгоритм решения, при этом 

вводится понятие полиномиальной разрешимости задач из класса NP, под которым по-
нимается существование полиномиального алгоритма, удовлетворяющего следующим 
условиям: 

- если при решении произвольной индивидуальной задачи выполняются определенные 
аналитические условия, то эта индивидуальная задача решается строго (т.е. получено 
строго оптимальное решение); 

- в результате работы полиномиального алгоритма всегда известно решена или нет дан-
ная индивидуальная задача точно; 

- полиномиальный алгоритм является эффективным и статически значимым, т.е. при мо-
делировании произвольных индивидуальных задач в большинстве случаев полученные 
решения являются точными. 
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Несмотря на кажущуюся уязвимость приближенных методов, существует несколько мето-
дов, которые представляются эффективными для широкого круга задач. Одним из них являет-
ся, поиск в локальной окрестности, другим – метод ветвей и границ без возвратов. 

При использовании метода ветвей и границ без возвратов, можно специально сократить 
объем используемой памяти, при условии, что конечный результат не обязательно должен быть 
точным. Поскольку размеры множеств вершин заранее ограничены, то лишняя информация 
просто отбрасывается, но обязательно хранится наименьшая нижняя оценка, связанная с от-
брошенными вершинами, что позволяет получить нижнюю оценку решения в момент заверше-
ния. Такая нижняя оценка совместно с верхней оценкой, вычисленной для лучшего полного 
решения, используется для обеспечения точности решения. Другим ограничивающим фактором 
может стать время вычислений. Если в ситуации, когда превышается время счета, мы имеем 
полное решение, то оно, совместно с наименьшей нижней оценкой для вершин из активного 
множества, определяет границы точности нашего решения. 

Широко применяется так называемый метод локального поиска. При этом заранее выбран-
ное множество перестановок используется для последовательного улучшения начального ре-
шения до тех пор, пока такое улучшение возможно, в противном случае оказывается достигну-
тым локальный оптимум. 

Применение персонального компьютера для решения задач расписания позволили при-
влечь методы моделирования, в которых используются многие приемы (локальные правила), 
применяющиеся при ручном способе составления расписаний. Локальное правило – это такое 
правило, которое используется, например, рабочим-станочником при выполнении запланиро-
ванных работ и требует от него только знания работ, ожидающих своей очереди перед его 
станком. Известно множество локальных правил, каждое из которых дает расписание, близкое 
к оптимальному для конкретной модели календарного планирования. Предпочтительность того 
или иного правила в зависимости от размерности задачи или от последовательности выполне-
ния работ определить трудно. Во всех случаях определяется лишь расписание, близкое к ус-
ловно оптимальному, т. е. оптимальному в условиях применения определенных локальных 
правил. 

Для каждого -ого задания из множества ожидающих выполнения заданий, вычисляется 
значение функции ௜݂  предпочтения и выбирается то задание, для которого ௜݂ достигает макси-
мума или минимума. 

Примеры правил предпочтения: 

Правило SPT (shirtest processing time). Предпочтение отдается той работе (операции) из 
множества готовых к обработке на освободившейся машине, у которой время выполнения на 
этой машине минимально. 

Правило LRT (longest remaining time). Требует выбора напряженной работы, т. е. той, у ко-
торой сумма времен выполнения оставшихся операций наибольшее. 

Правило LPT (longest processing time). Предпочтение отдается той работе (операции) из 
множества готовых к обработке на освободившейся машине, у которой время выполнения на 
этой машине максимально. 

Достоинством эвристических методов является удобство реализации их на ЭВМ даже при 
решении громоздких задач. 

Недостатки эвристических методов заключаются в сложности оценки близости получен-
ных расписаний к оптимальному. Кроме того для каждой функции предпочтения существуют 
задачи, для которых применение данной функции приводит к плохим результатам. Один из пу-
тей совершенствования метода функций предпочтения состоит в их привязке к классам задач. 

Еще одной разновидностью методов решения задач составления расписаний являются ве-
роятностные методы. Вероятностные методы связаны с -кратным моделированием расписаний. 
Выбор работ из множества ожидающих выполнения осуществляется случайным образом. По-
сле -кратного проигрывания выбирается наилучшее расписание, которое принимается за реше-
ние задачи. При этом различают: 

- ненаправленный случайный поиск; 
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- направленный случайный поиск без самообучения; 
- направленный случайный поиск с самообучением. 

В основе эвристических методов, как правило, лежит использование различного рода эври-
стик или эвристических алгоритмов, при разработке которых используются интуитивные пред-
положения, не подкрепленные соответствующим математическим обоснованием. Формирова-
ние расписания с помощью некоторых правил (эвристик) позволяет несколько ускорить поиск 
«наилучшего» расписания, но использование таких алгоритмов в большинстве случаев гаран-
тирует лишь нахождение приближенного решения (достижение локального экстремума). В 
этом случае возникает проблема оценки близости найденного локального экстремума к гло-
бальному экстремуму. 

В ряде работ эта проблема решается путем сравнения расписания, полученного эвристиче-
ским методом и расписания, полученного методом перебора для близкой задачи малой размер-
ности. Несмотря на указанный недостаток, эвристические алгоритмы продолжают оставаться 
достаточно эффективным инструментом поиска «лучшего» в некотором смысле решения в тех 
случаях, когда нахождение наилучшего решения крайне затруднено или невозможно[36]. 

Методы, основанные на ограничениях 

Задача составления расписания сводится к задаче удовлетворения ограничений. Процесс 
составления расписания представляется как процесс распределения времени и места между за-
нятиями таким образом, чтобы выполнялось множество ограничений. Обычно для этого зада-
ется множество правил. 

Данный метод предполагает «жесткие» (hard) и «мягкие» (soft) ограничения. Выполнение 
«жестких» ограничений обязательно, а «мягких» желательно. На каждом шаге расставляется 
одна группа или курс. Если на каком-то шаге невозможно назначить время или аудиторию та-
ким образом, чтобы не нарушились ограничения, то ослабляется одно из «мягких» ограниче-
ний. И так повторяется до тех пор, пока не станет возможным назначить время или аудиторию 
без нарушений оставшихся ограничений. 

Недостатком этого метода является то, что не всегда можно расставить группу или курс и 
поэтому это приходится делать вручную. 

Основным плюсом данного метода является сокращение пространства поиска. 

В рамках данного подхода решение оптимизационной задачи осуществляется с помощью 
нейронных сетей (НС), где каждой целочисленной переменной ݔ௜௝ решаемой задачи ставится в 
соответствие выходной сигнал -го нейрона ௜ܸ௝, стоящего в ݅-й строке и ݆-м столбце матрицы, 
т. е. строится отображение. Далее с учетом полученного отображения интерпретируются огра-
ничения и целевая функция и строится энергетическая функция НС. 

На следующем этапе определяются параметры НС: матрица синаптических связей и вектор 
внешних смещений. В конечном итоге, поиск решения задачи с помощью данного метода сво-
дится к реализации динамического процесса перехода НС из некоторого начального состояния 
в некоторое конечное состояние, которое и принимается за решение задачи. 

Недостатком данного метода является сложность выбора начального состояния НС. 

Поэтому при наличии достаточного временного ресурса на поиск решения следует реали-
зовывать многократный переходный процесс сети и в качестве решения принимать наилучший 
из результатов. 

Алгоритм имитации отжига 

Одним из распространенных эвристических методов, который применяется для составле-
ния расписания занятий, является метод имитации отжига [38]. 

Алгоритм имитации отжига (анг. Simulated annealing) основывается на имитации физиче-
ского процесса. Этот процесс происходит при кристаллизации вещества из жидкого состояния 
в твердое. Предполагается, что существуют допустимые переходы отдельных атомов из одной 
ячейки в другую, даже когда атомы уже выстроились в кристаллическую решетку. Этот про-
цесс протекает при постепенно понижающейся температуре. Атом переходит из одной ячейки в 
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другую с некоторой вероятностью, причем вероятность уменьшается с понижением температу-
ры. Устойчивая кристаллическая решетка соответствует минимуму энергии атомов, поэтому 
атом либо переходит в состояние с меньшим уровнем энергии, либо остается на месте. 

Данный алгоритм для задачи составления расписания можно представить следующим об-
разом:  

- На первой итерации алгоритм генерирует некоторое начальное корректное решение ܼ଴ 
(оно считается текущим ܼ =  ܼ଴) и для этого решения задается начальное высокое зна-
чение контрольного параметра температура ଴ܶ. 

- Далее происходит мутация расписания: может изменяться время проведения занятия 
или аудитория или перестановка занятий в расписании. В итоге генерируется новое 
корректное расписание ܼ′. 

- Вычисляется целевая функция Δ݂ =  ݂(ܼᇱ) –  ݂(ܼ). Если новое решение лучше преды-
дущего (Δ݂ ≤  0), то оно его заменяет. Если же оно хуже (Δ݂ >  0), то вероятность то-
го, что оно заменит предыдущее, определяется формулой ݌ =  ݁– Δ݂/ܶ. 

- Происходит изменение текущей температуры. Температура, а вместе с ней и вероят-
ность замены старого решения новым уменьшается с каждой итерацией (или через не-
сколько итераций). 

- Пока не выполнен критерий остановки переход к пункту 2. В качестве критерия оста-
новки можно использоваться заданное число итераций без улучшения значения целевой 
функции. 

Такой метод эффективен для составления небольших расписаний.  

Генетические алгоритмы 

Интенсивно развиваются в последнее время методы решения большеразмерных задач це-
лочисленного программирования, объединенных термином «генетические алгоритмы». 

Основные отличия и преимущества генетических алгоритмов в сравнении с классическими 
методами заключаются в следующем: 

- генетический алгоритм (ГА) работает с кодами, в которых представлен набор парамет-
ров, напрямую зависящих от аргументов целевой функции; 

- в процессе поиска ГА использует несколько точек поискового пространства (процесс 
распараллеливается), а не переходит от точки к точке, как это происходит в традицион-
ных методах, т. е. ГА оперирует со всей совокупностью допустимых решений; 

- ГА в процессе работы не использует дополнительной информации, что повышает ско-
рость его работы; 

- ГА использует как вероятностные правила для порождения новых точек поиска, так и 
детерминированные правила для перехода от одних точек к другим и др. 

Генетический алгоритм состоит из следующих компонент: 
- Хромосома. В качестве хромосомы выступает решение рассматриваемой задачи. Хро-

мосома состоит из совокупности генов – параметров. 
- Начальная популяция хромосом. 
- Набор операторов для генерации нового поколения. Генетическими операторами явля-

ются оператор кроссовера (crossover operator) и оператор мутации (mutation operator). За 
счет кроссовера производится обмен генами между особями, то есть процесс скрещива-
ния особей. Пусть имеются две родительские особи с хромосомами ܺ = ௜ݔ}  , ݅ =  1, ܰ} и 
ܻ = ,௜ݕ}  ݅ =  1, ܰ}. 

- Случайным образом определяется точка разрыва (crossover point), внутри хромосомы, в 
которой обе хромосомы делятся на две части и обмениваются ими. 

- Оператор мутации инвертирует случайно выбранный бит (ген) в хромосоме. 
- Целевая функция для оценки приспособленности (fitness) решения. 
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ГА – это итерационный процесс, который продолжается до тех пор, пока не выполнятся 
критерий останова (например, заданное число поколений). На каждом поколении ГА реализу-
ется отбор (селекция), кроссовер и мутация. 

Данный алгоритм можно представить следующей схемой (рис. 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Схема работы генетического алгоритма 

Генетические алгоритмы имеют недостатки, которые можно представить в виде трех 
групп: к первой группе относится недостаточное разнообразие хромосом в популяции, которое 
может привести к преждевременному окончанию работы алгоритма и, как следствие, к получе-
нию «некорректного» расписания. Далее, завершение работы генетического алгоритма проис-
ходит по достижению заданного (не всегда обоснованного) числа итераций, что в ряде случаев 
препятствует поиску лучшего расписания [39]. 

Вторая группа недостатков вызвана слабым учетом специфики задачи составления распи-
сания учебных занятий при организации ее решения с помощью генетических алгоритмов. Так, 
в известных генетических алгоритмах составления расписания занятий не учитывается наличие 
связей между объектами расписания и большое многообразие описаний самих объектов распи-
сания. 

Третья группа вызвана недостаточной систематизацией исходных данных как на этапе 
представления объектов генетической оптимизации, так и при организации генетических опе-
раций поиска [10, 40]. Так, расписание учебных занятий образовательных систем массового 
обучения является сложным информационным объектом, в котором сочетаются свойства учеб-
ных групп, дисциплин, преподавателей, аудиторий и т. д. Соответственно, хромосомы, являю-
щиеся информационными моделями расписания, также являются сложными объектами, для 
которых целесообразно применение агрегативных логических моделей, основанных на рас-
смотрении хромосомы как многоуровневой системы, с последующей ее декомпозицией. 

Исходя из проведенного анализа методов составления расписания, сделаны следующие 
выводы: 

- Существующие методы составления расписания можно разбить на две группы: полный 
перебор (точные методы) и методы сокращения полного перебора (приближенные ме-
тоды). 

- Выбор алгоритма непосредственно зависит от условий поставленной задачи. Для задачи 
расписания – это количество и вид ресурсов, заданий и ограничений. Несмотря на про-
стоту постановок, лишь немногие задачи решены точно, в частности, остаются нере-
шенными многие вопросы, относящиеся к общей задаче теории расписаний. В случае 
если независимые переменные являются дискретными и могут принимать одно значе-
ние из некоторого фиксированного набора, задача многомерной оптимизации несколько 
упрощается. При этом множество точек поиска становится конечным, а, следовательно, 
задача может быть, хотя бы в принципе, решена методом полного перебора, оптимиза-
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ционные задачи с конечным множеством поиска называются задачами комбинаторной 
оптимизации. 

4. Проблемы решения задачи расписания 

В результате проведенных исследований постановок задач составления расписания, сфер 
применения, пространства состояний, методов решения было выявлено следующее: 

- Теория изучает широкий круг задач, начиная с простейшей задачи выбора очередности 
выполнения одноэтапных работ одним исполнителем и кончая так называемой общей 
задачей, связанной с анализом многошаговых технологических процессов в системах 
конвейерного типа. 

- Существуют разные формы представления расписаний, и довольно широк выбор тер-
минов, определяющих одни и те же понятия. 

- В задачах составления можно выделить две составляющие: общую, характеризующая 
особенности присущие всем задачам (атрибуты или компоненты расписания), и част-
ную – особенности, отражающие предметную направленность (ограничения, требова-
ния к результату). 

- Трудности получения и практического использования научных результатов в значи-
тельной степени обусловлены разнообразием ограничений, встречающихся в конкрет-
ных ситуациях, что приводит к неизбежной идеализации исследуемых систем. 

- Допустимы различные критерии оценки качества расписаний, но почти все они отно-
сятся к затратам времени на производство работ, что вполне согласуется со смыслом и 
структурой большинства практических задач. 

- Существующие методы составления расписания можно разбить на две группы: полный 
перебор (точные методы) и методы сокращения полного перебора (приближенные ме-
тоды). 

- Выбор алгоритма непосредственно зависит от условий поставленной задачи. Для задачи 
расписания – это количество и вид ресурсов, заданий и ограничений. Несмотря на про-
стоту постановок, лишь немногие задачи решены точно, в частности, остаются нере-
шенными многие вопросы, относящиеся к общей задаче теории расписаний. В случае 
если независимые переменные являются дискретными и могут принимать одно значе-
ние из некоторого фиксированного набора, задача многомерной оптимизации несколько 
упрощается. При этом множество точек поиска становится конечным, а, следовательно, 
задача может быть, хотя бы в принципе, решена методом полного перебора, оптимиза-
ционные задачи с конечным множеством поиска называются задачами комбинаторной 
оптимизации. 

Исходя из выводов по результатам исследования были выявлены причины отсутствия еди-
ной технологии составления расписания и составлен план проведения исследования по разра-
ботке данной технологии. Результаты представлены в виде причинно-следственной диаграммы 
Исикавы на рис. 4 и рис. 5. 
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Рис. 4. Диаграмма причин отсутствия единой технологии составления расписаний 

 
 

Рис. 5. План проведения исследований по разработке единой технологии составления 
 расписаний 
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5. Формальная постановка задачи расписания 

Сначала рассмотрим понятие расписания и понятие задачи. 

Расписание является некоторым обобщенным понятием календарного плана, временного 
графика и т. п. 

Расписание – некоторая совокупность указаний относительно того, какие именно требова-
ния какими именно ресурсами обслуживаются в каждый момент времени [2]. 

Задача представляет собой: 
- цель (ܥ); 
- модель объекта исследования (ܯ); 
- исходное (ܺ); 
- результат (ܻ); 
- метод преобразования исходного в результат (ܨ); 
- критерий оценки результата (ܭ). 

Задача составления расписания: 

1. Цель (ܥ).  

Многие транспортные, учебные и производственные события организованы периодичным 
способом, повторяясь в одно и то же время через сутки, неделю, иное целое число суток. По-
добная организация позволяет уменьшить затраты на планирование, что и является основной 
целью, поставленной задачи. 

Планирование расписания – процесс планирования работ по сбору централизации и оценки 
качества исходных сведений необходимых и достаточных для составления расписания. 

2. Модель объекта исследования (ܯ). 

Модель объекта исследования включает исходное (ܺ) и результат (ܻ), и метод преобразо-
вания исходного в результат (ܨ) (см. рис. 6.). 

3. Исходное (ܺ). 

Расписание чаще всего характеризуется тремя основными характеристиками: работами, 
ресурсами, обеспечивающими выполнения работ, и временем, в котором данные работы упоря-
дочены. 

4. Результат (ܻ). 

Результат – план работ включает упорядоченную во времени совокупность работ, сроки 
выполнения работ, результат работ, необходимые ресурсы для выполнения работ, ответствен-
ное лицо. 

5. Метод преобразования исходного в результат (ܨ). 

Возможный широкий спектр частных вариантов задачи и критериев оценки результата 
обуславливает широкий спектр используемых подходов к решению.  

Методов преобразования исходного в результат существует довольно много, какой из ме-
тодов решения использовать определяется структурными и семантическими особенностями 
прикладной задачи расписания. 

Однако есть нечто объединяющее все методы – это цель – упорядочить во времени работы 
и обеспечивающие их выполнения ресурсы, в соответствии с заданными условиями и ограни-
чениями, таким образом, чтобы данное упорядочение удовлетворяло требованиям к результату 
(заданным критериям). 
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Рис. 6. Задача составления расписания 

6. Критерий оценки результата (ܭ). 

Составление расписания – процесс формирования расписания удовлетворяющее основным 
требованиям.  

Эффективное расписание – расписание, удовлетворяющее заданному набору критериев. 

Критерии расписания – условия, накладываемые на показатели расписания. 

Задача составления расписания считается заданной, если определены подлежащие работы; 
количество и типы ресурсов, выполняющих операцию; ограничения и условия, накладываемые 
на ресурсы, работы и на порядок распределения работ и ресурсов во времени, критерии оценки 
расписаний (рис. 6).  

6. Связь задачи расписания и задачи упорядочения 

Методы составления расписания объединены общей целью – упорядочить во времени ра-
боты и обеспечивающие их выполнения ресурсы, в соответствии с заданными условиями и ог-
раничениями, таким образом, чтобы данное упорядочение удовлетворяло заданным критериям. 

Рассмотрим общую постановку задачи упорядочения: 
- есть множество объектов – ܶ; 
- ௧ܲ – набор перестановок ܶ; 
- ݂ – функция предпочтения (ранжирования) из ௧ܲ на множестве вещественных чисел. 

Найти ܶ’ ∈ ௧ܲ такой, что: (∀ܶ’’) (ܶ’’ ∈ ௧ܲ) (ܶ’’ ≠ ܶ’) [݂(ܶ’) ≥ ݂(ܶ’’)].  

В контексте задачи упорядочения задача расписания представляет себя следующим обра-
зом: ܶ – множество компонент расписания, ௧ܲ – множество всех возможных вариантов упоря-
дочения (вариантов расписаний), а ݂  – функция, которая при применении к любому такому 
упорядочению, выдает его вес (предполагается, что большие значения весов предпочтительнее 
малых) [41]. 

На основе упорядочения можно рассмотреть все варианты возможных расписаний в обоб-
щенном виде и провести оценку мощности задачи расписания (мощность множества ௧ܲ).  
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Заключение 

Необходимость данного исследования была вызвана ростом потребности в системах дина-
мического планирования деятельности на предприятиях, необходимостью унификации задач 
расписания – решения технологической задачи сведения разнообразных содержательных по-
становок с целью сокращения времени, затрачиваемого на выбор метода решения для фиксиро-
ванной предметной области. 

Результаты исследования были использованы при постановке задачи составления и опера-
тивной корректировки расписания на железной дороги для диспетчерских служб. Анализ ис-
ходного материала и предложенная методика позволили аргументировано выбрать в качестве 
метода составления расписания – динамическое моделирование. Применение методики при по-
становке и решении задачи управления технологическими процессами на горно-
обогатительных фабриках позволило привести задачу управления к задаче динамической кор-
рекции расписания на основе балансовой модели. 
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