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Введение 

Математическое решение задачи релятивистской инерциальной навигации основано на рассмот-

рении соответствующих систем координат и связанных с ними тетрад базисных векторов. Задается 

семейство сопутствующих мировых линий С малого тела, занимающего малый объем 
3dV  в римано-

вом пространстве в ОТО или пространстве Минковского в СТО. Из этого семейства выбирается 

мировая линия, отвечающая некоторой индивидуализированной точке М объема 
3dV . Для данного 
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случая рассматриваются пять следующих систем координат и соответствующих тетрад базисных 

векторов [1, 2]:  

1. Инерциальная система координат наблюдателя 
iy  в СТО с базисными векторами 

0

i∋  и инва-

риантным интервалом, ds , который в координатах наблюдателя  
3

2
2 2 2

1

a

a

ds c dt dy


  , t  – 

глобальное время наблюдателя. 

2. Семейство тетрад базисных векторов Ферми – Уолкера a∋  на мировой линии С определяемое 

в виде:  
k

k j j ka
aj

d
a u a u

ds
 

∋
∋ . 

3. Лагранжевы координаты 
 , индивидуализирующие линии семейства С, глобальное время   

для семейства С.  

4. Собственный репер 
i∋ , который в данный момент собственного времени   на кривой С сов-

падает с тетрадой 
a∋  репера Ферми – Уолкера. Для локального базиса 

i∋  выполняется усло-

вие 0id

ds


∋
, т.е. рассматривается локальный инерциальный базис, определяющий свободно 

падающий репер в гравитационном поле в рамках ОТО. 

5. Система координат Ферми  ,ay t , для которых координатные базисы 0id

ds


∋
, т.е. вдоль 

кривой С в ОТО координатные базисы 
i∋  постоянны и переносятся вдоль линии С парал-

лельно.  

Введенные системы координат позволяют разработать алгоритм решения задачи релятивистской 

инерциальной навигации в инерциальных системах отсчета в рамках СТО и ОТО.  

Для рассматриваемой точки по заданной системе ее ускорений вдоль ее искомой мировой линии 

С требуется определить закон движения относительно известного наблюдателя. Для этого вектор 3-

ускорения a  в точке M  измеряется в каждой точке пространства акселерометром. Последний 

скреплен с ортогональным базисом  1 2 3, ,e e e , орты которого совпадают с неподвижными по 

направлению осями гироскопов. В свою очередь, оси гироскопов образуют неизменно ориентирован-

ную платформу в 
3dV  и переносятся вдоль мировой линии по закону переноса Ферми – Уолкера.  

Следовательно, определяется сопутствующий ориентированный триэдр Ферми – Уолкера и из-

меряются компоненты ускорения a
 в локальном базисе 

i∋ , который совпадает с базисом 
ae . Соб-

ственное время   вдоль искомой мировой линии С измеряется введенными в систему измерений 

часами. Вектор 4-скорости u , ортогональный к ускорению a , определяется по показаниям приборов. 

В результате интегрируется уравнение 
1du

a
d c

  вдоль линии С, а вид самой линии С определяется 

как огибающая векторов u . Таким образом, определяется закон движения точки М в системе отсчета 

инерциального наблюдателя по известному ускорению a , т.е. определяется вид мировой линии С, 

отвечающей заданным начальным данным. В рамках координат Ферми (связанных с видом кривой С 

– см. Приложение 3) с помощью преобразований координат общего вида во всех точках кривой С для 

метрики пространства – времени в ОТО и символов Кристоффеля имеем:  

   
3

2
2 2 2

1

,   0k l

ijds c dt dy y



    . 
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Согласно определению введенных систем отсчета, координатам Ферми 
iy  соответствует вдоль 

линии С голономный базис 
i∋ , орты которого (благодаря условию 0id

ds


∋
) переносятся параллель-

но вдоль искомой линии С. Такое определение тетрады позволяет рассматривать ее в качестве анало-

га глобальной декартовой системы отсчета в СТО [2].  

Вдоль линии С из закона параллельного переноса Ферми – Уолкера имеем: 

0
02 2

1 1
;   ;   .j

i i j

de de
a e a e e L

ds c ds c


     ∋                                   (1) 

В (1) 
j

iL  – матрица общего преобразования Лоренца [3-6], имеющая следующий вид: 

 

 

 

1
2

1 1 2 1 3

2 2

2
2

2 1 2 2 3

2 2

3
2

3 1 3 2 3

2 2

1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2

/
1

1 /

/
1

1 /
,

/
1

1 /

/ / / 1

1 / 1 / 1 / 1 /

j

i

c
k k k

c

c
k k k

c
L

c
k k k

c

c c c

c c c c


    




    




    



  

   

 


 




 


  
   

   
2 2 2

1
1 .

c
k

c 

 
  

 
     

Из изложенного следует, что базисы ie  и i∋  различаются только за счет поступательного движе-

ния с вектором относительной скорости   2 2/ ;   1 /V dy dt d c dt 

      ∋ ∋ .  

Система (1) эквивалентна  

2 2 2 2

1
.

1 / 1 /

d
L a

dtc c


 





 


 
                                               (2) 

Решение задачи инерциальной навигации в этом случае сводится к интегрированию (2). После 

интегрирования (2) при    0 0 0u ∋  определяются компоненты 
  и из равенства /dy dt   

определяется искомый закон движения точки  y f t  .  

Таким образом, закон движения y  определяет решение задачи инерциальной навигации в рам-

ках СТО. В этом случае система координат  iy  является глобальной декартовой.  

В рамках ОТО закон движения y  дает искомое решение в системе координат Ферми, которая 

является аналогом инерциальной системы в СТО. Следовательно, задача инерциальной навигации 

имеет одинаковое решение в инерциальной глобальной декартовой системе в СТО и в системе коор-

динат Ферми в ОТО [2].  

Рассмотрим теперь более общий случай, когда метрика (1) инерциальной системы отсчета 

наблюдателя заменяется системой отсчета типа:  

   2 2 2

0
ˆ ˆ2 , ,ds c d cg d d g d d    

                                     (3) 

произвольного наблюдателя, использующего решение (2). 
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Инерциальная навигация в системе отсчета произвольного наблюда-
теля (в СТО и ОТО) 

Как и ранее задаются следующие пять систем координат и связанные с ними тетрады базисных 

векторов: 

1. Система координат  ix  произвольного наблюдателя с базисными векторами 
i∋  и инвари-

антным интервалом ds  типа (3) в координатах наблюдателя: 

2 2 2

02 .ds c dt cg dx dt g dx dx  

                                                    (4) 

      Метрической форме (4) соответствует координатный базис 
i∋ , 

0 u∋ , где u  – вектор 4-

скорости движения наблюдателя. Наблюдателю отвечает семейство мировых линий C  , ин-

дивидуализированных координатами x . Вдоль сопутствующих мировых линий C   интервал 

,ds cdt  t  – глобальное время для семейства мировых линий наблюдателя. 

2. Семейство тетрад базисных векторов Ферми – Уолкера 
ie  с координатами z  на мировой ли-

нии С, определяемое 
ba
a b

de
e

ds
  и  

k
k j j ka

aj

de
a u a u e

ds
  , как описано в Части 2 настоящей 

статьи. 

3. Лагранжевы координаты 
 , время   – глобальное для семейства С. Этой системе координат 

отвечает координатный базис 
0

ˆ ˆ,i u∋ ∋ , где u  – 4-скорость движения среды. Рассматривается 

наряду с тетрадой ˆ
i∋  базисный репер 

i∋  типа 
0 0

ˆ ˆĝ   ∋ ∋ ∋  (см. Часть 2 настоящей рабо-

ты), 
0 0
ˆ∋ =∋ , образующей сопутствующий базис для малого объема 

3dV  среды, лежащего в 

пространстве, ортогональном 4-скорости и в данной точке М мировой искомой линии С.  

4. Собственный репер 
i∋  (см. Часть 2), который в данный момент собственного времени   сов-

падает с базисом репера Ферми – Уолкера 
ae  на кривой С.  

5. Система координат Ферми  ,ay t  вдоль кривой С с координатными базисами 
i∋ , которые 

переносятся параллельно вдоль кривой С  / 0id ds ∋ .  

Согласно (2), относительные 3-скорости   и измеренное ускорение a  связаны соотношением (в 

базис систем координат Ферми) 

2 2 2 2

1
.

1 / 1 /

d
L a

dtc c


 





 


 
                                            (5) 

В системе произвольного наблюдателя (4) для определения решения навигационной задачи 

необходимо установить еще одно преобразование от системы координат 
iy  (полученное как решение 

(5) в рамках системы координат Ферми) к системе координат наблюдателя  i i kx x y . Координат-

ный базис Ферми 
i∋  и координатный базис произвольного наблюдателя j∋  связаны соотношением 

j

i j ib∋ =∋ . Тогда уравнение искомой мировой линии может быть записано в виде [1, 2]: 

2

2 2

1
.

i j k
i i j

jk j a

d x dx dx
b L a

ds ds ds c

                                              (6) 
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Рассмотрим кратко особенности вывода соотношения (6).  

Пример 1. Для наблюдателя К вдоль искомой мировой линии С элементы собственного времени 

kd  и векторы 3-скорости f  определяются (см. Части 1 и 2) в синхронной системе отсчета наблюда-

теля К. Поэтому в соответствии с определением для абсолютного 3-ускорения в точках нулевой 

линии С имеем: 

2 2

2 2

k k k k k

df d r
a

d d

  


 

  

    

   
    

   
∋ . 

Данное выражение дает определение вектора ускорения на нулевых линиях с точки зрения вы-

бранной синхронной системы К. В этом случае задача инерциальной навигации в соответствии с 

выбранной системой отсчета наблюдателя в метрике (4) для 4-ускорения в системе отсчета наблюда-

теля имеет вид: 

2 2 2

002 2 2 2

1 ˆ ˆ .
i j k i

i i

jk i i i

du d x dx dx d y d z d
a e a e

ds ds ds ds ds ds c ds




 

    
          

  
∋ ∋ ∋      (7) 

Из определения базиса следует ;   
i i

i k

j i j jj i j j

r r x x
b b

y x y y

   
   
   

∋ ∋ . Из (7) следует, что  

 
2 2

2 2 2

1
.

i j k i
i l i i j

jk j j

d x dx dx d y
x b b L a

ds ds ds ds c



                            (8) 

Таким образом, из (8) доказывается справедливость (6). 

Неизвестными в (6) являются 
i

jb . Уравнение для определения 
i

jb  можно определить из введен-

ного определения базиса с учетом постоянства ортов j∋  на кривой С [2, 7-9]:  

/ 0,   det / 0.k j

j ky x y     ∋                                                (9) 

Пример 2. Допустим, что  1 2 3 0, , ,      – компоненты произвольного постоянного векто-

ра   в постоянном базисе 
i∋ . Любой вектор   можно разложить как по базису 

i∋ , и по 
i∋ . Соглас-

но определению базиса, имеем 
i j

i jb ∋ . Тогда вдоль искомой мировой линии С имеем [2, 10-13]:  

0 .

i j l
j k j j

i j kl i

dbd dx
b

ds ds ds


   ∋ ∋                                       (10) 

Из (10) следует уравнение для 
k

jb  в следующем виде: 

0.

i l
j i k

kl j

db dx
b

ds ds
                                                            (11) 

Таким образом, (5), (6) и (11) для определения    , is x s  и  i

jb s  в произвольных координа-

тах наблюдателя в ОТО и СТО получается система обыкновенных дифференциальных уравнений 27-

го порядка (3 + 8 + 16 = 27 соответственно) При этом необходимо задавать соответствующие началь-

ные условия 0 0 0, ,i i

jx b  и 0 /idx ds . Начальные условия для определяющих уравнений (5), (6) и (11) 
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можно установить, если при 0s    принять 
i i∋ ∋ , а из (11) при 0   определить значение эле-

ментов матрицы 
k

jb .  

Для полного решения рассматриваемой задачи инерциальной навигации необходимо определить 

дополнительно вращения и деформации объема 
3dV , который моделировался точкой М на кривой С. 

Это означает необходимость определения движения 
3dV  относительно собственной тетрады 

i∋ . 

Искомое движение задается матрицей 


ℓ , которая определяет переход от базиса 
∋  сопутствую-

щему базису  :  

   ∋ ∋ ℓ ∋ . 

Теоретическое определение компонент матрицы 


ℓ  представляет собой обратную задачу ди-

намики движения пробных тел и решается на основе уравнения Гамильтона – Якоби и преобразова-

ний Ли – Блэклунда.  

Таким образом, теоретическое определение компонент матрицы 


ℓ  осуществляется в общем 

случае на основе динамической теории [7-13]. Для экспериментального определения компонент 

матрицы 


ℓ  производят измерения с помощью масштабных приборов в собственной системе отсчета 

шести независимых углов из девяти между векторами ∋  и тремя единичными векторами собствен-

ного базиса 
∋ , образующими неизменно направленны репер (связанный с гироскопами). При этом 

достаточно измерить еще три длины векторов 
∋  [2, c. 96]. Если сопутствующий репер абсолютно 

репер абсолютно твердый, то достаточно измерить только три угла, определяющие ориентацию 

неизменяемого триэдра ∋  по отношению к неизменно ориентированному триэдру ∋ . 

Пример 3. Рассмотрим метрику системы отсчета произвольного наблюдателя (4), для которой в 

сопутствующей системе отсчета 
2 2/ 0,  / 1/id ds d ds c   . Выражение (4) можно преобразовать 

(см. Часть 2) к виду:  

2 2 2 0
1 1 2

ˆ
ˆ ;   ;

g
ds c d d d d d d

c

  
            2

0 0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ / ;   / i

ig g g c e r            ∋ ∋ . 

Из соотношений 
0 0

ˆ ˆĝ   ∋ ∋ ∋  (см. Часть 2, формула (67)) и  

  ∋ ℓ ∋  получим соотно-

шение (типа (68), см. Часть 2) в виде (с = 1): 

0
ˆ

ˆ ,
g

a
  

 






ℓ                                                                 (12) 

где ˆ  рассматриваются как компоненты метрического тензора в пространстве Минковского.  

Таким образом, имеем: 

3
0

1

ˆ
.

g
a

  



 


 


 ℓ                                                            (13) 

Из определения векторов ∋  сопутствующего базиса u  следует (с = 1): 

 
3

0 0

1

ˆ ˆ ˆ ˆ .g g g  

       






     ∋ ∋ ℓ ℓ                                   (14) 
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Из соотношений (13) и (14) совместно с начальными данными для 
0ĝ  на рассматриваемой ми-

ровой линии С полностью определяются компоненты метрического тензора 
0ĝ  и ĝ  в сопутству-

ющей системе отсчета [2, 10, 11].  

Таким образом, с помощью компонент метрических тензоров  ˆ ,g 

   , вектора 3-ускорения 

a  и матриц ,j

iL 

ℓ  и 
j

ib  пересчитываются компоненты тензоров, заданных в одном из базисов 

ˆ
i i i i∋ ,∋ ,∋ ,∋  и 

i∋  на другой базис. По измерениям соответствующих гироскопических моментов и 

соответствующих угловых скоростей осей гироскопов (если систему осей гироскопов подчинить 

принудительному вращению) можно установить соответствующую систему уравнений, позволяющая 

решить проблему навигации как в СТО, так и ОТО [1, 2, 10, 14-16].  

Следовательно, получили искомое решение задачи инерциальной релятивистской навигации для 

произвольного наблюдателя.  

Примечание 1. Решение задачи релятивистской инерциальной навигации получено в рамках тет-

рады Ферми – Уолкера для произвольного наблюдателя с метрикой (4). Модель Ферми – Уолкера для 

системы отсчета наблюдателя не полностью учитывает 3-вращение наблюдателя и деформацию 

системы отсчета. Последний фактор был учтен при описании и вычислении вектора ускорения 

[2, 10]. Ускоренно движущиеся вращающиеся системы отсчета относятся к классу неинерциальных, 

влияют на геометрию пространства-времени и требуют ряда модификаций, в частности модели па-

раллельного переноса Ферми – Уолкера, а также соответствующих формул для определения скорости 

и ускорения в координатных системах отсчета наблюдателя по отношению к опорным траекториям 

пробных тел. Ряд таких особенностей неинерциальных систем отсчета рассмотрены в Приложении 1. 

Примечание 2. Необходимость введения неинерциальных систем отсчета подтвердилось теоре-

тическими и экспериментальными исследованиями околоземного космического пространства с по-

мощью КЛА и ИСЗ [17-21 и др.] с учетом релятивистских эффектов уже в пределах модели Солнеч-

ной системы [16-21 и др.]. Разработка теории неинерциальных систем отсчета требует привлечения 

дополнительных гипотез и специальных методов исследования, учета дополнительных релятивист-

ских эффектов в процессах синхронизации наблюдений и измерений, имеет ряд специфических 

эффектов в прикладных задачах [15-33 и др.].  

В следующем разделе, следуя методам релятивистской инерциальной навигации, в рамках обоб-

щенной модели тетрады Ферми – Уолкера рассмотрим одну из задач вычисления компонент вектора 

скорости и ускорения в неинерциальных (ускоренно движущихся и вращающихся) системах отсчета 

относительно мировой линии в виде геодезической движения пробного тела (относительно движения 

в координатных системах наблюдателя). 

Кинематика релятивистских эффектов относительного движения в 
ускоренно движущихся вращающихся системах отсчета 

Общие вопросы динамики относительного движения пробного тела в СТО и ОТО в ускоренно 

движущихся системах отсчета рассматривались во многих работах, например, [2-6, 27-30] и др. В 

данном разделе обсуждаются вопросы определения скорости и ускорения: 1) в собственной системе 

отсчета наблюдателя (представляющей собой ускоренно движущуюся вращающуюся собственную 

систему координат) и 2) для свободной частицы (движущейся по геодезической), описывающей 

мировую линию движения пробного тела в неинерциальной системе отсчета наблюдателя.  
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Задача 1  

В первом случае рассматривается движение наблюдателя вдоль мировой линии  0P   с 4-

скоростью u , 4-вектором вращения     в гравитационном поле с римановым тензором  R

   

вдоль мировой линии (см. рис. 1).  

 

Рис. 1. Векторная тетрада  ˆ,u e  и соответствующий дуальный вектор тетрады  0 ,    

Ортонормальная тетрада  ˆ ˆ, 1, 2,3e    перемещения наблюдателя вдоль мировой линии  0P   

описывается обобщенным уравнением параллельного переноса Ферми – Уолкера в виде [34-37]: 

ˆ
ˆ

ˆ ,
de

e
d





      

перенос Ферми - Уолкера
вращение

,a u a u u
    

                                       (15) 

где   ua u   ,   – собственное время. 

В тензорной записи выражения (15) имеют следующий вид: 

     

, ,   , ;   

, ;   , , 0,   , , .

i
i

s s s

e u
e u

a u u a u u u u A A

 

   

 
   

 

          

            (16) 

События на мировой линии  0P   рассматриваются в точках касания геодезических  ; ;P n s , 

ортогональных к 4-скорости  u  , где n  – единичный вектор, касательный к данной геодезической к 

 0P   и выполняется свойство   0n u   . События на отрезке s вдоль геодезической n  описыва-

ются в координатной системе 
ˆ ˆ0

ˆ,
j

j
x x sn e   . Такие координаты называются локальными и были 

введены Мизнером, Торном и Уилерем (МТУ) в [5] как обобщение координат Ферми. Такая система 

локальных координат МТУ справедлива в окрестности мировой линии  0P   с ограничениями:  
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ˆ

ˆˆ ˆ

ˆˆ
ˆˆ ˆ ˆ,ˆˆ ˆ

1 1 1
min , , ,

R
s

a RR






 



 
 
 
 
 

½
. 

Ограничение 1/s a  физически означает, что касающиеся мировой линии геодезические не 

пересекаются, границы «светового конуса» не достигаются ( 1/s  ), кривизна не позволяет нару-

шать причинность на геодезических до пересечения (
ˆ

ˆˆ ˆ
s R



½

) и тензор Римана не изменяется 

существенно от номинального значения вдоль мировой линии (
ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,
/s R R 

  
).  

Такие условия выполняются, например, при использовании системы координат в околоземных 

лабораторных системах отсчета [7-9, 25, 38, 39].  

В локальной системе координат 4-вектор V  декомпозируется как  ˆ ˆ0 , iV V V . Определяя 

,u ua b      , из (16) следуют соотношения: 

ˆ ˆ0 0;   ;   ;   .
da d

b a a b a a
d d


   

 
                                     (17) 

Вдоль кривой  0P   в локальных МТУ координатах  ˆ ˆ0 , jx x  коэффициенты связности  

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , o oo o oR      

               

в выражениях (17) принимают вдоль мировой линии  0P   вид 

       
2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ̂ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ̂ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
2 ,   ,o i j k ijk j k jik i j i j i

oo i oo i ojoi ij
b a R a a                ∈ ∈  

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ, ˆ ˆ, ,
,   o i j j k l

jo i ojoi ko i jki o lji
R a a R a        . 

Для определения коэффициентов связности 
ˆ

ˆˆ ˆ,jk i

  в зависимости от тензора Римана ˆˆ ˆ ˆ
R


 и 

, , ,a b    используется уравнение девиации геодезических (см. Часть 1, выражение (41)).  

Примечание 3. Напомним, что в компактной форме записи через ковариантные производные 

/ i k

klD d d u   (где 
ku  – касательный вектор к кривой x ) уравнение геодезических как биха-

рактеристики соответствующего уравнения Гамильтона – Якоби имеет вид: 

0,
D

d









  

 
  
 
 

                                                         (18) 

а для девиации геодезических:  

1
0,

hD Dr
R r

d d


   


 

 

 
    

 
   
 
 

                               (19) 
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где h g
 

 




 

 
  .  

В координатной форме уравнение для геодезических (18) имеет вид: 

2

2
0.

i j k
i

jk

d x dx dx

ds ds ds
                                                    (20) 

Аналогично для уравнения (19) девиации (отклонений) геодезических [16, 40, 41] имеем: 

   
2

,2
2 , 0.

d y dy
s t n R y n n y n n

ds ds

 
             

                        (21) 

При этом семейство геодезических рассматривается как    
ˆ ˆ

ˆ, , ; ; ,i i

i
P s P n s n e     .  

Согласно [34, c. 1475, формула (18)], метрика 
2ds  во втором приближении имеет вид: 

       

 

2 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ 2ˆ ˆ2 0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ0

ˆ ˆ ˆ̂ ˆˆ̂ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

1 2

2 1
         2 .

3 3

j l l l l l l l m

j olom

i j k l m i j l m l m k

ijijk olim iljm

ds dx a x a x x x x R x x

dx dx x R x x dx dx R x x O dx dx x x x 

 

 

 
       

  

   
        

   

   (22) 

В (22) эволюция 
ˆ

ˆ ˆˆ ˆˆ
, ,i

j
a R


  осуществляется вдоль мировой линии в зависимости от времени 

0̂x . Искомое уравнение для ускорения в координатной системе наблюдателя (как свободно падающе-

го тела) определяется из уравнения геодезической (20) в виде  

 

ˆ ˆ ˆˆ2
ˆˆ 0

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 0 0 0
0̂

0.
i i

id x dx dx dx

dx dx dxd x

 

 

 
    
 

                                  (23) 

Подставляя в (23) выражения для   вдоль мировой линии  0P   и определяя 
ˆˆ ˆ 0/i iw dx dx  

скорость, измеряемую ускоренно движущимся и вращающимся наблюдателем, получим в результате 

[34] выражение для ускорения в координатной системе наблюдателя (с = 1): 

 
          

    

ˆ2 ˆˆ ˆ ˆˆ

2
0̂

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆˆ ˆ̂ ˆ̂0 0 0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆˆˆ ˆˆ ˆ ˆ

ˆ1 2 2

2
2 2 1 2

3

2
2

3

i
ii i ii

i i l j l j k

i l ijl ijkl

l i j l i j k

ojol ojkl

d x
a x a x x W a W x

d x

w a x a W a x b x x R x w R x w w R

x w w R x w w w R O x

    



              

            
 

    
2

.i

      (24) 

Если обозначить через 
i  скорость в локальных координатах не ускоренно движущегося не 

вращающегося наблюдателя, то 

    
2ˆ

1 .iW V a x x O x                                                     (25) 
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Уравнение (25) получается интегрированием в нулевом приближении (24) и отсутствия тензора 

кривизны пространства-времени. Точное определение координатной скорости дано ниже. Подставляя 

(25) в (24), в результате имеем: 

 

               

ˆ2

2
0̂

ˆ ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ̂ ˆ̂ ˆˆ ˆ0 0 0

эффекты СТО

ˆ1 2 1 2 1

2
2 2

3

i

i i ii i i

l l j l j k l i

i l ijl ijkl ojol

d x

d x

a x a a V a V b x a x V x x

R x R x R x R x

     

   



                  

      
2ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆˆˆ

эффекты ОТО

2
.

3

j l i j k i

ojkl
R x O x    

  (26) 

Уравнения (24), (26) получены для свободно падающего наблюдателя в неинерциальной (уско-

ренно движущейся вращающейся) собственной системе координат во втором приближении разложе-

ния в ряд метрики (22), а сами уравнения (24), (26) выведены в первом приближении соответствую-

щего разложения.  

Таким образом, в (26) имеем в принятых ограничениях разделение релятивистских эффектов от 

кинематики СТО и результатов динамики движения наблюдателя как свободно падающего тела в 

гравитационном поле искривленного пространства-времени [34]. Отметим, что уравнение типа (26) 

имеет важное значение при проверке эффектов СТО и ОТО в околоземном космическом простран-

стве.  

Пример 4. Рассмотрим теперь движение наблюдателя в неинерциальной системе отсчета относи-

тельно заданной мировой линии в виде геодезической, изображенной на рис. 2. 

 

Рис. 2. Движение свободной частицы по геодезической относительно неинерциальной (ускоренно 

движущейся вращающейся) системы отсчета наблюдателя 

Решение задачи разобьём на два этапа: 1) в рамках СТО и 2) в рамках ОТО. Необходимо полу-

чить уравнение движения свободной частицы по геодезической в неинерциальной системе отсчета 

наблюдателя (15), т.е. рассмотреть пересчет как частный случай инерциальной навигации в рамках 

СТО. Согласно рис. 2, уравнение движения свободной частицы в виде мировой линии  X    с век-

тором скорости /V X      (   – собственное время свободной частицы на геодезической) имеет 

вид:      X Z r        ,  r   – вектор положения свободной частицы, движущейся по геоде-

зической относительно наблюдателя в неинерциальной системе отсчета. Тогда  
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 
   

 
= ,   .

X r d
V Z r u

d

  
 

   

  
              

                    (27) 

Так как  X    описывает мировую линию (геодезическую) свободной частицы, то ускорение 

отсутствует и / 0V     . Данное выражение является инвариантным описанием обычной геодези-

ческой типа (23). Необходимо пересчитать такое уравнение геодезической в терминах траектории 

движения наблюдателя  Z  . В обобщенной тетраде Ферми – Уолкера инвариантный перенос с 

траектории  X    в касательное пространство к траектории  Z   по вектору  r   параллельно u  

(при    Z
r S


   – трехмерное пространство, ортогональное к u ) приводит к новой связности типа: 

, .
A A

A
 

 
  

 
                                                           (28) 

где , A  определяется из условия (16). 

Тогда из (28) и (16) следует что: 

0.ieu

 

 
 

 
                                                                 (29) 

Подчеркнем, что /    – ковариантная производная по собственному времени наблюдателя в 

неинерциальной системе отсчета в базисе  , iu e , который удовлетворяет условиям (15). В рамках 

СТО производная (29) совпадает с обычной производной. Тогда 
 

 

i i
i

i Z

r er dr
e r S

d   


   

 
. 

Согласно (28), имеем из (27): 

   1 .V u a r r r                                                       (30) 

Для    получим следующее уравнение [35] 

   
1

1 2 .a r a r a r a r


                                         (31) 

Уравнение геодезической / 0V      можно переписать в виде: 

0.
V V V

   

   
  

    
                                                     (32) 

Из (32) следует 

     2 1 0.r r r r r a r a r                    
                  (33) 

Подставляя (31) в (33), в результате выводится уравнение для ускорения в неинерциальной си-

стеме отсчета в следующем виде: 

 
 

 
1

2
2

2

1 2 2 .

1

r ra r
r a r r r a r a r a r

a rc
c

c


    

   
                 

    
 

     (34) 
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Пример 5. Ранее было показано, что величина 
2/ 2T r a c    называется прецессией Томаса. 

Если a  и   постоянные величины, то (34) принимает вид: 

 
2

2

2
1 2 2 .T

r
r a r

c
 

 
      

 
                                           (35) 

Из (35) следует, что силы Кориолиса возрастают с увеличением релятивистской поправки.  

Следствие. Если вектор скорости r  параллелен  2 T  , то при / 2r c  частица одновре-

менно не испытывает ускорения, а при / 2r c  испытывает снижение ускорения относительно a .  

Сравним теперь (34) с кинематической частью СТО в (26) в единицах с = 1. Выражение 

 1 a r   в (34) можно представить в виде ряда    
1 2

1 1a r a r a r
         

 
. Если ограни-

читься первыми членами разложения в приведенном ряде, то выражение (34) можно преобразовать к 

следующему виду:  

     

     

1
1 2 2

      2 2 1 .

r a a r r r r a r r

r a r a r a r a r r

    

 


              

          
 

 
Если принять ,r x r    и   , а  a r b   , то последнее уравнение в принятых обо-

значениях совпадает с кинетическими членами СТО в (26).  

Таким образом, получили инвариантное определение ускорения для свободной частицы, движу-

щейся по геодезической с точки зрения наблюдателя в неинерциальной (ускоренно движущейся 

вращающейся) системе отсчета методом обобщенного переноса Ферми – Уолкера в рамках СТО.  

Для решения второго этапа поставленной задачи рамках ОТО необходимо рассматривать более 

сложные математические модели события q , принадлежащих многообразию  M q M , на кото-

ром «разыгрываются» процессы наблюдения свободной частицы, движущейся по геодезической, в 

неинерциальной системе отсчета наблюдателя. Дадим предварительно необходимые определения, 

описание математической модели событий и наблюдений, отражающих физическое содержание 

кинематики относительности процессов наблюдения в зависимости от системы отсчета и метрики 

пространства – времени. 

Пример 6. Согласно методам современной дифференциальной геометрии [42, 43] и теории пре-

симметрии динамических систем [35, 44], лоренцево преобразование необходимо рассматривать как 

лифт в касательное (или кокасательное) связное пространство, что приводит к различию понятий 

«пространство – время» как физического континуума событий и «наблюдения событий в простран-

стве – времени». Для общей модели «пространство-время» имеем  ,M g , где M  – многообразие 

пространственно – временных событий q M  и g  – метрика многообразия M . Частным случаем 

 ,M g  является пространство Минковского  ,N  , для которого достаточно считать, что алгебраи-

чески является векторным пространством. Событие X  описывается как единственный вектор 

X N , а дуальный базисный вектор 
idx  рассматривается как наблюдение координаты 

iX , т.е. 

 i iX dx X является измерением события X . Для общей модели  ,M g  такой алгебраической 

структурой является соответствующее касательное пространство TM . При этом, согласно [35, 37], 

достаточно проанализировать пространство Минковского в TN . Для этого необходимо рассматри-

вать N  как лифт в касательное пространство TN  и различать «пространство-время» N  и «наблюде-

ния событий в пространстве-времени» TN . Искомый лифт сопоставляет каждое событие q N  с его 
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касательным вектором 
p pX T N  преобразованием  

1

expp pX q


 . Данное экспоненциальное 

отображение означает, что p  представляет наблюдение события q , а q  описывает наблюдаемую 

частицу. Часто 
pX  называют «лабораторным представлением» частицы q . В плоском пространстве-

времени Минковского экспоненциальное отображение редуцируется и 
pX q p  , т.е. описывает 

относительный вектор.  

На математическом языке конструкций группа 
GA  пресимметрии является релятивистским 

обобщением движений твердого тела 
   Z

N


 , где  Z   описывает негеодезическую кривую, 

получаемую из геодезической     по правилу композиционного отображения z   . Здесь   и 

   описывают параметрическое представление отрезков соответствующих кривых,       и 

отображение : N N   является диффеоморфизмом пресимметрий. Согласно [35, 36], диффеомор-

физм   является симплектической структурой N , а  dim GA  конечен. Напомним [42], что сим-

плектическая структура на многообразии М (в данном случае N ) описывается 2-формой T M  . 

В локальных координатах  ,a

aX p  на T M  имеем для   вид [45], 
a

adx dp   , где 
ap  являются 

компонентами естественной 1-формы вида 
a

ap dx  . Допустим, что  Z
S


 описывает локальную 

специальную жесткую систему отсчета на мировых линиях  Z  . Тогда наблюдение события в 

  Z
T S




 является касательным вектором 

a

aa

a

X X p
x p

 
 

 
, где пара  ,a

aX p  описывает 

относительное положение и момент наблюдаемой частицы. Тогда   a

aX p X   является наблюде-

нием «относительной фазы» и    2

1 2 1

1
,

2

a

aX X X p   является наблюдением в окрестности геодези-

ческих.  

Пример 7. По определению [42 - 46], векторное поле является полным, если и только если (iff) 

оно представляет собой генератор однопараметрической группы преобразований над многообразием. 

В пространстве Минковского естественный выбор полного векторного поля в касательном простран-

стве сводится к виду / , / , 1,2,3i it t e x i       . Диффеоморфизм   (см. Пример 6) к касатель-

ному вектору t  описывается как t
 и диаграмма преобразований вида 

 
коммутирует.  

Последнее означает, что выполняется соотношение коммутационного правила exp exp   . 

Поэтому с точки зрения пресимметрии физических систем [34] эффект действия диффеоморфизма   
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в лабораторном представлении сводится к виду    
1

exp exp .pp
X X


 




   

  
 Таким образом, 

касательные вектора   , 1, 2,3it i   порождают множество поверхностей начальных данных для 

геодезических   наблюдателя. 

Пример 8. Базис 
ie  (см. выше Пример 7) является полным. Поэтому множество касательных век-

торов   , 1, 2,3it i   также является полным и определяет семейство поверхностей начальных 

данных для наблюдателя Z . Это означает выполнение условия принципа причинности для 
GA . 

Если 
GA  и   является преобразованием Пуанкаре (см. Пример 6), то 

a   , где 

  ,a a p pp p t t     для некоторого p N . Отображение 
a  порождает некоторую гиперповерх-

ность  , ортогональную 
pt  и поэтому представляет действие ускорения на частицу в собственной 

системе отсчета. При таком преобразовании a 


   удовлетворяет условию пресимметрии 

   ;p p pw X w X w T N  

 
     и описывает процедуру наблюдения.  

Если 
   Z

N N


   означает множество геодезических и Z  , то под действием   траекто-

рия Z  отображается в негеодезическую кривую Z   , поэтому   не является связностью на 

N . Однако для некоторой связности   существует такая геодезическая Z , так как 

  0j     
 
   . Таким образом, существует новый «свободный» Гамильтониан, для которого 

поток траекторий является геодезическим на связности  .  

Согласно [34-37], данное утверждение тождественно выполнению принципа эквивалентности.  

Приведенные определения и примеры характеризуют смысловое содержание физической интерпре-

тации необходимости введения в теорию управления методов современной дифференциальной гео-

метрии и в анализ физических моделей объектов управления [16].  

Рассмотрим теперь применение введенных определений для решения второго этапа поставлен-

ной задачи. 

Задача 2  

На рис. 3 показано формирование многообразия М, содержащего наблюдения в неинерциальной 

системе отсчета движения свободной частицы по геодезической.  
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Рис. 3. Определение многообразия М, образуемое потоком геодезических    2, ,t s t s    

[Геодезическая  2 ,t s  соединяет точки  Q t  и  1P t  (пояснения в тексте)] 

При этом  t  – мировая линия движения неинерциальной системы отсчета наблюдателя; 

   1 1 t    – мировая линия движения свободной частицы по геодезической ( – аффинный 

параметр геодезической как мировой линии); t  – не аффинный параметр;  2 ,t s  – единственная 

геодезическая, проходящая через события q  и p  ( s – аффинный параметр кривой  2 ,t s ); 

     r t n t r t  – вектор положения частицы на геодезической  1 t  относительно неинерциальной 

системы отсчета наблюдателей;  n t  – единичный вектор направления  r t  в неинерциальной 

системе отсчета наблюдателя; u  – скорость неинерциальной системы отсчета наблюдателя; V  – 

скорость свободной частицы на геодезической  1 t ; V  – вектор параллельного переноса скорости 

 1
V T M

 
  в касательное пространство  t

T M


 неинерциальной системы отсчета наблюдателя вдоль 

единственной геодезической  2 ,t s ;  ˆ ,V t s  – вектор параллельного переноса  1
V T M

 
  в qT M  

вдоль  2 ,t s .  

Таким образом, согласно рис. 3, многообразие М в рамках принятых обозначений описывается 

отображением      : , , exp
t

R R M t s sr t


     (см. Пример 7).  

Из определения отображения   можно получить мировую линию и скорость неинерциальной 

системы отсчета наблюдателя   ,t u  и геодезической свободной частицы   1 ,t V  как: 

       

         

/0,

1 / 1 / 11,

,0 ,   / ;

,1 ,   / , / .

d dts t t

d d d dts t t

t t u t t

t t V t t t dt ds

   

    

  

  

     

         
 

Здесь   – псевдориманова связность на многообразии. Согласно данным определениям пресим-

метрии физических систем для многообразия пространства-времени  ,M g  некоторое событие q  
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идентифицируется как q M , а наблюдение X  этого события q  идентифицируется как X TM  и 

определяется лифтом М в ТМ с отображением 
1exp

TM

M

 , т.е.
1expp pX q .  

Касательное (к неинерциальной системе отсчета наблюдателя) пространство определяется как 

плоское и для наблюдений в неинерциальной системе отсчета связность определяется псевдо-

плоской связностью   типа (16), (28) как  / / , ,   , ,d dt d dtB B B a u u a u            

где a  – ускорение неинерциальной системы отсчета наблюдателя.  

Искомые координатные скорости W  и ускорение А свободной частицы в неинерциальной си-

стеме отсчета наблюдателя определяется в виде: 

   / / / /0, 0,
/ ;     / .d dt d dt d dt d dts t t s t t

W s A W s     
                               (36) 

Так как касательное пространство к неинерциальной системе отсчета плоское, то вектора скоро-

сти W  и ускорения А находятся в системе отсчета наблюдателя и  
,

t
W A T M


 .  

Согласно определению пресимметрии [34-37], операции наблюдения можно сформулировать 

двумя способами. Из примера 7 следует, что для события q M  и наблюдения q qX T M  (наблюда-

телем в q ) операция наблюдения события q  в неинерциальной системе отсчета в точке  1P t  

(см. рис. 3) определяется коммутирующей диаграммой вида: 

 

где J  – стандартное проекционное отображение [43, 45]. Согласно [37], отображение exp p J  опре-

деляет векторные уравнения как класс эквивалентности процедур формирования состояния и проце-

дур наблюдений. Такое отождествление не противоречит требованиям ковариантности и пресиммет-

рии определения наблюдений в пространстве-времени [16]. Однако данное отображение имеет 

только радиальную симметрию [37] и приводит к не учету дополнительных членов в уравнениях.  

Другим определением наблюдения события q  в неинерциальной системе отсчета относительно 

p  может служить параллельный перенос в виде отображения :qp q pT M T M  . Тогда 
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      2 0 , exp
t

q s t t r t


  . Здесь  0s t  означает мгновенную фиксацию события q  по отноше-

нию к геодезической  1 t . Отображение является изометричным и определяет амплитуду соответ-

ствующего векторного поля наблюдений. Непосредственным приложением данного определения 

является вычисление скорости V  свободной частицы, движущейся по геодезической  1 t , в не-

инерциальной системе отсчета наблюдателя. Данный результат используется для определения иско-

мых векторов W  и A . Согласно рис. 3 и данным определениям вектор V  определяется при 0s   из 

решения уравнения 
/ 0d dtV   или:  

  2
ˆ

ˆ, ,    0,    , , 0,1,2,3.
ddV

t s V
ds ds


 




                              (37) 

При  0s s t  имеем 
 1

ˆ
t

V V T M


  . На координатном атласе многообразия М можно записать 

рассматриваемые мировые линии и вектора в виде координат МТУ: 

                

 
 

        

           

               

           

1

1 2 3

1

1 2 3

2

0

/ / 0

,0,0,0 ;   exp , , , ;

, exp , , , ;   

, 1, 2,3;

, 1, 2,3;    , 1;    , 1, 2,3;

exp exp

t

t

i i

i t i t

i i

i t i t

i

d dt d dtt t t i

t t t r t t r t r t r t

t s sn t t n t s n t s n t s

r t n t e s t n t e i

n t n t e i n t n t W W t W t e i

V r t r t e W t e





 

 

   

 



  

 

  

     

      
        

1

1 2 31, , , .
t

W t W t W t 

 (38) 

Уравнение (37) является линейным матричным дифференциальным уравнением и его решение 

можно получить в виде: 

 ˆ ,V s t V   или    0 ,V s t t V                                            (39) 

В уравнении (39) обозначено: 

 

 

 

     

       

0
0

11 1

1 1222
1 0 0 0

33
3

0

ˆ 1

ˆ
ˆ ,   ,    ,   , , exp , ,

ˆ

ˆ

; , , , ;   , 0,1, 2,3;   1, 2,

js sn

j j j

n j

j

j

V V

W tV V
V V V s t I B s t ds P B s t ds

W tVV

W tVV

s s B s t b b s t n t j

    



 

     
     

                    
             

     

 

3.

 

Оператор P  определяется как оператор Дайсона хронологического упорядочения по js . Тогда 

уравнение для вектора W  примет вид: 

 

 

 
 

  

 

0

1 1

1

02 2

3 3

1

, .

t t

V

W t V
W s t t

W t V

W t V
 



  
  
     
  
     

   

                                    (40) 
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Запишем (40) в координатной форме для компонент в виде: 

          
1

0 , ,    ,    1, 2,3; 0,1,2,3
i i

i t i t t
W t e s t t V e V V e i 

   


            (41) 

Запись уравнения (41) обладает определенной кинематической особенностью.  

Дело в том, что тетрада 
 i t

e


 определяет базисные вектора, полученные из тетрады 
 1i t

e


 обоб-

щенным параллельным переносом Ферми – Уолкера вдоль  2 ,t s . Таким образом, в (41) физически 

iW  определяют компоненты координат скорости через базисные вектора 
 i t

e


, а скорость V  опре-

деляется через базисные вектора 
     1 2 3/ , , , ,i i

i t
e x t x t r r r


    , согласно (38).  

Следовательно, согласно рис. 3, уравнения (41) определяют формулу преобразования (перехода) 

от тетрады 
 i t

e


, полученной параллельным переносом вдоль  2 ,t s  к естественным базисным 

векторам 
 i t

e


 неинерциальной системы отсчета наблюдателя на мировой линии  t . 

Искомое выражение для ускорения A  можно получить из (40) в виде: 

 

 

 
 

  
  

 

  

 

0

1 1
01 1

/ 02 2

3 3

0

1

1

0 / 2

3

0

,
,

                                            , .

d dt

t t

d dt

t

V

d s t tA t Vdr
A W s t t

A t dt dt V

A t V

V

V
s t t

V

V

 



 



  
                

   
      

   

 
 
   
 
  
 

        (42) 

После несложных преобразований уравнение (42) принимает вид 

 

 

 
 

 

  
  
  
  

 

0

0

11
01

2 2

0

3
3

0

,0

,
;   .

,

,

t

t
t

t s t W W

t s t W WA t d
A W D D

A t dt t s t W W

A t t s t W W

 



 



 
 

 
 





  
  
                       

             (43) 

К уравнению (43) применимы те же особенности относительно тетрад 
 i t

e


 и 
 t

e
 

, изложенных 

для (41). Таким образом, получены замкнутые выражения для координат скорости и ускорения геоде-

зического движения пробной свободной частицы, наблюдаемой в неинерциальной системе отсчета 

(как разновидность задачи релятивистской инерциальной навигации) в терминах тензора кривизны, 

4-вращения и ускорения движения неинерциальной системы отсчета.  

Коэффициенты связности  ,t s

  на многообразии М выписываются путем разложения в ряд 

Тейлора вдоль мировой линии неинерциальной системы отсчета наблюдателя как: 
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              2

, ,

1
, ,0 ,0 ,0  

2

, , 0,1,2,3;  , 1, 2,3.

l l i

l lit s t t n t s t n t n t s

l i

   

   

  

      

 

               (44) 

Аналогично выписываются члены разложения ряда Тейлора относительно кривой  1 t . Ис-

пользуя уравнение девиации геодезических (19), (21) можно определить коэффициенты связности 

вдоль кривой  t . Применяя (40) и (43), можно выразить координатные скорости W  и ускорения 

A  через тензор кривизны, 4-вращение и ускорение движения наблюдателя. В рамках СТО результат 

был рассмотрен ранее и совпадает с (40) и (43).  

Для рассматриваемого случая, следуя (44), вычисляется матрица B  в (39) как: 

             

               

         

2

,

1
, 0, 0, 0,

2

0, 0, 0, ;     0, 0, ,

0, 0, 0,   и т.д.

i i j

i ij

k k

k i i

k

ij k ijij

B s t A t A t n t s A t n t n t s

A t a n t t A t a t n t

A t a t n t t



  



 



   

      

   

            (45) 

Матрицы А в (45) для первых трех членов имеют следующий вид: 

 

 

 

 

 

1

2

3

0 0 0

0 0 0

0,
0 0 0

0 0 0

a n t

n t

A t
n t

n t







   
 
    

 
    
 
     

 

   

 

   

   

   

0 0 0 0

0 1 2 3

1 1 1 1 1

0 1 2 3

2 2 2 2 2

0 1 2 3

3

1 1 1

3 3 3

1 1 1

3 3 3
0,

1 1 1

3 3 3

i j i k i k i k

i j i k i k i k

i k i k i k i k

ik i k i k i k
j

j

i k i k i k i k

ik i k i k i k

i

a n t R n n R n n R n n R n n

a n t n t R n n R n n R n n R n n

A t n t

a n t n t R n n R n n R n n R n n

a n t n t R







   

        


        

        
3 3 3 3

0 1 2 3

.

1 1 1

3 3 3

i k i k i k i k

k i k i k i kn n R n n R n n R n n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Из-за громоздкости выражение для  0, i j

ijA t n n  здесь не приводится (см., например [317, фор-

мула (38), с. 102]). Тогда выражение для компонент вектора скорости 
iW , после громоздких выкла-

док и преобразований принимает вид: 
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   

   

 
 

2

4

0

; ;

СТО

ОТО

1

1
1 1

1 1 6
1 .

12 3
5

72

ii i

i i pj l

p jpl
j k p

ijk

i i l k m

lp lkp m klm p

W r r a r a r

a r R r a r

R r r a r V O r

P R R r r r





         
 

 
      

      
    

  

        (46) 

Тензор 
lpP  определен в [37] для выражения  0, i j

ijA t n n . Следует подчеркнуть, что координат-

ное ускорение в неинерциальной системе отсчета наблюдателя определяется в базисных векторах 

тетрады 
 t

e


, задаваемой параллельным переносом, а скорость V  определяется в тетраде 
 t

e


. По-

этому попытка [35] определить координатную скорость (25) через интегрирование уравнения для 

ускорения в базисе 
 t

e


 не дает полного решения. В уравнении (46) происходит смешение компонент 

вектора W  с компонентами V ; данный эффект отсутствует в СТО, так как в этом случае простран-

ство – время плоское и две базисные тетрады 
 t

e


 и 
 t

e


 тождественны. Уравнение (46) в векторной 

форме имеет вид: 

       

       

2

0

1 1
1 1 , 1

2 3

1 1
      1 , 5 , , .

6 72
r r

W r a r a r a r R r e r V a r

a r R V r r R V r r R r r r


                   

      

                   (47) 

Выражение (47) позволяет получить уравнение определения координатного ускорения А как в 

базисе
 t

e


, так и в базисе
 t

e


.  

Результат вычислений совпадает с (26). Более подробные выкладки и комментарии приведены в 

[35-37]. 

Пример 9. Рассмотрим частный случай неподвижного наблюдателя в пространстве-времени 

Шварцшильда [3-9]. Метрика такого пространства – времени имеет вид: 

 
2

2 2 2 2 2 22
1 sin .

2
1

M dr
ds dt r d d

Mr

r

 
 

       
  

 

Тетрада ˆe  неподвижного наблюдателя имеет постоянные координаты , ,r    в поле 

Шварцшильда в виде  0 1 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ 30 1 2 3

2 2
1 ;   1 ;   ;   sin

M M
e e e e e R e e R e

R R




   
        
   

½ ½

 

constr R   вдоль мировой линии. Для неподвижного наблюдателя его 4-скорости 

  / 1 2 / ,0,0,0u dx d M R  


  
½

 и 4-ускорения  20, / ,0,0ua u M R   . Из закона пре-

образования тетрад имеем       21,0,0,0 ,    0, / / 1 2 / ,0,0u a M R M R   
½

.  

Тогда метрика системы отсчета наблюдателя имеет вид: 
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   
 

 
 

  

 

2 2 2

3 2 2 3 2 2

2 2 2

2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 2 3

3 32
2

0̂

2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 2 1 3 1 1 2 3

4 5

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ1 2 3

3 3

2
1

1 2 /

2 2 4
1 2

3 1 2 /

         

1 1 2
1

3 2

        

i i

ds

M M M
x x x x

R RR M R
dx

M M M
x x x x x x x x x

R R R M R

dx dx

M M M
dx x x

R R R



  
      
     
  

        
    




  

½

½

½

 

   

   

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 1 3 1 1 3

3 4

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 1 2 1 1 2

3 4

ˆ ˆ ˆ ˆ1 2 1 2

3 4

   +

1 1 2
2 1 3

3 2

1 1 2
2 1 3

3 2

1 1 2
1

3 2

        

x x x

M M M
dx x x x x x

R R R

M M M
dx x x x x x

R R R

M M M
dx dx x x

R R R

  
   

    


   
       

    


  
          

  

½

½

½

 

2

2

ˆ ˆ1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 3 1 3 1 3

3 4

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 3 1 2 3

3 4

ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ

1 1 2
1

3 2

2 2 2
1

3

            i j k l

x x

M M M
dx dx x x x x

R R R

M M M
dx dx x x x x x

R R R

O dx dx x x x x 

   
   

    


   
      

    


  
        

½

½

½

 

Используя приведенные выражения, можно определить координаты компонент ускорения в ви-

де: 
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
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
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          
 
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В выражении для 
2ds  запись осуществлена с максимальной возможностью выявления симмет-

рии записи коэффициентов при однородных компонентах координат пространства – времени. При-

меры симметрии выделены фигурными скобками.  

Выражение для компоненты 
2

ˆ2 3

0̂

d x

dx
 получается из 

2

ˆ2 2

0̂

d x

dx
 путем замены индекса 2 на индекс 3 

( 2 3 ). Таким образом, решение задачи релятивистской инерциальной навигации позволяет иссле-

довать проблему анализа кинематики наблюдений в неинерциальных (ускоренно движущихся вра-

щающихся) систем отсчета методом обобщенного параллельного переноса Ферми – Уолкера и по-

следующим пересчетом в соответствующие базисы тетрад.  

Приложение: Обобщенный принцип теории относительности и мет-
рика неинерциальной системы отсчета  

За основу теории относительности может быть принят принцип обобщённой относительности 

[47, с. 127], который с физической точки зрения утверждает следующее:  

«...какую бы физическую систему отсчёта мы не избрали (инерциальную или неинерциальную), 

всегда можно указать бесконечную совокупность других систем отсчёта, таких, в которых все физи-

ческие явления протекают одинаково с исходной системой отсчёта; так, что мы не имеем и не можем 

иметь никаких экспериментальных возможностей различить на эксперименте, в какой именно систе-

ме отсчёта из этой бесконечной совокупности мы находимся». 

С математической точки зрения данный принцип означает, что [47, с. 142] «...для любой неинер-

циальной системы отсчёта можно указать бесконечный набор других неинерциальных систем отсчё-

та, в которых метрика имеет одну и ту же функциональную форму, в результате чего все уравнения 

физики в этих системах отсчёта форм-инвариантны, а поэтому никакими физическими эксперимен-

тами нельзя определить, в какой из таких ускоренных систем отсчёта мы находимся». 

Конкретно математически этот принцип означает, что существует такое преобразование из ста-

рой системы отсчёта 
ix  с метрикой 

ikg  в новую систему 
ix  с метрикой 

ikg , которое дает тожде-

ственную зависимость метрического тензора пространства-времени как в новых координатах так и в 

старых координатах, т.е.    ik ikg x g x   . Рассмотрим условие выполнения этого равенства для 

инфинитезимального преобразования 4-координат 
i i ix x   . Поскольку метрический тензор 

имеет закон преобразования    
l m

ik lmi k

x x
g x g x

x x

 
  

  
, то подставляя в это выражение значение 

получим с точностью до линейных по 𝜉 членов соотношение: 

        .l m

ik ik lk i im kg x g x g x g x                                           (П.1) 

С другой стороны, учитывая, что 
i i ix x    имеем:  

     l

ik ik l ikg x g x g x     .                                                   (П.2) 

Подставляя (П.1) и (П.2) в соотношение тождества    ik ikg x g x    и выполняя соответствую-

щие преобразования, получим, что       0l m l

lk i im k l ikg x g x g x        . Эти уравнения можно 

переписать в виде: 

0.i k k i                                                                    (П.3) 
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Уравнения (П.3) называют уравнениями Киллинга, а векторы 
i  называют векторами Киллинга. 

Оказывается (детали вычислений можно найти в [47, п. 30, с. 196]), что уравнения Киллинга допус-

кают решения с максимальным числом произвольных постоянных равным 10 только в том случае, 

когда скалярная кривизна пространства-времени постоянна, т.е. 𝑅 = const . 

Суть специальной теории относительности, установленная Минковским уточняет значение этой 

постоянной в вид 𝑅 = 0. Таким образом, геометрия пространства-времени псевдоевклидова. 

Метрика радиально жёсткой неинерциальной системы отсчёта Поскольку пространство – 

время является плоским, то тензор кривизны Римана – Кристоффеля, взятый по метрике системы 

отсчёта любого типа равен нулю, т.е. 0iklmR  . Жёсткой (радиально) системой отсчёта называют 

такую систему отсчёта, метрический тензор которой может зависеть от времени 𝑡 только через соб-

ственное ускорение  A t  как функцию времени или через собственную угловую скорость  t . 

Таким образом: 

    A , , r .ik ikg g t t                                                        (П.3) 

Введенные условия (вместе с рядом других естественных предположений) однозначно фиксиру-

ет вид метрики жёсткой системы отсчёта. Впервые форму метрики ускоренной системы отсчёта 

открыл Мёллер [3], записав квадрат интервала в этой системе отсчёта в простом виде [5, c. 404, фор-

мула (13.71)] с поправкой на отсутствие в СТО кривизны пространства – времени): 

 
22 2 21 Ar rds dt d                                                            (П.4) 

(здесь и далее 𝑐 = 1).  

Рассмотрим теперь форму интервала для случая, когда система отсчёта кроме собственного 

ускорения имеет вращение. Координатные скорости в не вращающейся системе отсчёта vn
 и во 

вращающейся системе отсчёта vr
 связаны соотношением:  

v v r.n r                                                                       (П.5) 

Умножим это уравнение на 𝑑𝑡 и в (П.4) проведем замену r r rd d dt  . Таким образом, 

квадрат интервала жёсткой ускоренной и вращающейся системы отсчёта должен иметь вид: 

     
2 22 2 21 Ar r 2 r r r .ds dt d dt d       

 
                          (П.6) 

Эта форма интервала удовлетворяет известному квазиклассическому выражению для квадрата 

интервала: 

   
22 2 21 2Ar r 2 r r r .ds dt d dt d       

 
                                  (П.7) 

Вычисление тензора кривизны Римана - Кристоффеля по метрике, взятой из (П.6), даёт нуль, и, 

следовательно, выражение (П.6) верно. В результате метрический тензор жёсткой ускоренной и 

вращающейся системы отсчёта можно постулировать в следующем виде: 

   
2 2

00 01 Ar r ,    ,    .g g e r g                                     (П.8) 

Стандартные определения метрики пространства 
0 0

00

g g
g

g

 

      и физического времени  
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00

00

g
g dx dx

g

    для произвольной системы отсчёта дают общие выражения для 
2dl  и   

следующего вида соответственно: 

 

   

2

2 2

2 2

r r
r ,

1 Ar r

d
dl d

  
 

  
                                                              (П.9) 

   
 

   

2 2

2 2

r r
1 Ar r .

1 Ar r

d
dt


    

  

                        (П.10) 

Из (П.9) следует, что жёсткая система отсчёта, при изменении собственных кинематических ха-

рактеристик сохраняет расстояния только вдоль вектора угловой скорости и по радиусу от него. 

Однако расстояния по касательной к окружности вокруг вектора угловой скорости (тангенциальные 

расстояния) не сохраняются.  

Поэтому жёсткая система отсчёта фактически является только радиально жёсткой. Радиально 

жёсткая система отсчёта обладает следующими свойствами: её временная координата является соб-

ственным временем начала отсчёта, оси 3-координат являются декартовыми, а корень из суммы 

квадратов координат точки даёт расстояние между ней и началом отсчёта. В таких 4-координатах 

метрика имеет особо простой вид (П.6). 

Жёсткость системы отсчёта фактически означает следующее: при любом собственном ускорении 

как функции времени, точки радиально жёсткой системы координат поступательно движущейся 

неинерциальной системы отсчёта 𝑠, не слишком далёкие от начала отсчёта, имеют такой закон дви-

жения в лабораторной системе, что будут сохранять свой собственный радиус-вектор в процессе 

движения неизменным. 

Пример. Рассмотрим простую механическую систему – свободную материальную точку в жёст-

кой неинерциальной системе 𝑠 с параметрами А и Ω достаточно. Наиболее общим преобразованием 

системы отсчёта является комбинация движения со сдвигом, вращения и поворота. Совершим снача-

ла преобразование движения: т.е. переход из системы отсчета s  в систему отсчета s , перемещаю-

щуюся на расстояние  b t  со скоростью v b /d dt . Тогда координаты r и r′ и скорости u и u′ в 

системах 𝑠 и 𝑠′ будут связаны уравнениями: 

r r b,   u u v,   v b /d dt      . 

При этом характеристики новой системы отсчёта определяются в виде: 

 ,    A A v b 2 v b           . 

Таким образом, выбор другого тела отсчёта вне зависимости от его состояния движения (даже 

покоящегося относительно первого) в общем случае приведёт к смене системы отсчёта, так как изме-

нятся её векторные характеристики. 

Условие общей форм-инвариантности метрики 

 Согласно обобщённому принципу относительности, введенному выше, не существует способа 

отличить одну жёсткую неинерциальную систему отсчёта от другой, если их начала отсчёта имеют 

одинаковые собственные характеристики. Таким образом, все отличия жёстких систем отсчёта друг 

от друга связаны исключительно с различием собственного ускорения А и собственной угловой 

скорости начала отсчёта Ω. Поэтому можно сделать вывод, что при выборе другой системы отсчёта 

отличающейся от первоначальной наиболее общим преобразованием поступательного движения в 

совокупности с поворотом и вращением зависимость метрики пространства – времени от декартовых 
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координат останется неизменной [27, 28]. Это означает, что физические законы при смене системы 

отсчета изменяются исключительно за счёт изменения векторных характеристик системы отсчёта А и 

Ω, причём абсолютное значение координат и скорости тела отсчёта значения не имеет: 

    A , , r form-invariantikg t t  .                                     (П.11) 

Это положение иногда называют принципом общей форм-инвариантности [28].  

Примечание. Если при преобразовании системы отсчёта векторные параметры не меняются, то 

соответственно не меняются числовое значение и математическая форма компонент метрического 

тензора в данной точке пространства. Поэтому физическое явление в первоначальной и новой систе-

ме отсчёта при одинаковых начальных условиях будет протекать одинаково так, что невозможно на 

опыте будет отличить одну систему отсчёта от другой. Это есть суть обобщённого принципа относи-

тельности. Если эти параметры равны нулю, то обобщённый принцип относительности переходит в 

специальный принцип относительности. Поэтому иногда условие общей форм-инвариантности явля-

ется более сильным утверждением, чем обобщённый принцип относительности. 

С другой стороны, обобщённый принцип относительности, разумеется, имеет большую сферу 

применимости в связи с тем, что он пригоден и для нежёстких систем отсчёта. 

Пример. Математически условие общей форм-инвариантности означает, что в произвольной 

жёсткой системе отсчёта 
ix  существует такое преобразование  i ix x x  (имеющее смысл замены 

системы отсчёта), что при его подстановке в закон преобразования метрического тензора 

   
l m

ik lmi k

x x
g x g x

x x

 
  

  
 его математическая форма в результате преобразования не изменится: 

     

     

2 22 2 2

2 2 2 2

1 Ar r 2 r r r

        1 wρ ω ρ 2 ω ρ ρ ρ .

ds dt d dt d

d d d d 

        
 

      
 

                           (П.12) 

Форм-инвариантность метрики гарантирует, что физические законы при смене системы отсчёта 

останутся неизменными. Эти преобразования образуют группу. Истинным преобразованием в жёст-

кую неинерциальную систему отсчёта является преобразование из лабораторной инерциальной си-

стемы отсчёта индуцирующее метрику (П.8). 

Примечание. Кроме поступательного движения, поворота и вращения система отсчёта изменяет-

ся также при сдвиге на фиксированное расстояние. Если первоначальная система отсчёта жёсткая и 

нестационарная (т.е. её характеристики зависят от времени А = А(𝑡), Ω = Ω(𝑡), то система отсчёта, 

начало которой сдвинуто, не будет жёсткой и её метрика не будет вида (П.8). В этом случае вопрос о 

метрике соответствующей такой системе отсчёта требует дополнительного исследования. Однако, 

если первоначальная система отсчёта является жёсткой и стационарной, то жёсткой и стационарной 

будет и система отсчёта, начало которой сдвинуто. В этом случае к такой системе отсчёта будут 

полностью применимы уравнения (П.11), (П.12). 

Пример. Найдём преобразование сдвига на вектор b в ускоренной системе отсчёта (Ω = 0). Пред-

положим, что оно является обычной заменой вида r = r′ + b. Подставив её в (П.4) и сделав преобразо-

вания можно свести интервал к виду 

22

2 2

0

A
1 r b A r .

1 Ab

t

ds d t dt d
  

      
   

                                 (П.13) 

Определяемая отсюда метрика является частным случаем (П.8) и, следовательно, сделанное 

предположение справедливо. Преобразование времени в этом случае имеет вид: 
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0

b A .

t

t t dt                                                                   (П.14) 

Из (П.13) видно, что при сдвиге в ускоренной системе отсчёта на вектор b, собственное ускоре-

ние системы отсчёта изменилось и стало: 

A
A .

1+Ab
                                                                    (П.15) 

Данная формула известна [3, c. 206]. 

Приложение 1: Преобразование Лоренца – Мёллера – Нэлсона  

Справедливость специального преобразования Лоренца – Мёллера – Нэлсона (ЛМН) является 

следствием условия форминвариантности метрики радиально жёсткой неинерциальной системы 

отсчёта. Это преобразование описывает переход из лабораторной инерциальной системы отсчёта в 

такую радиально жёсткую неинерциальную систему отсчёта 𝑠, оси которой двигаются, условно гово-

ря, "параллельно" осям лабораторной системы отсчёта. Эта неинерциальная система отсчёта обладает 

собственным вращением, которое называется собственной прецессией Томаса. 

В результате специальное преобразование ЛМН применяется для радиально жёстких неинерци-

альных систем отсчёта обладающих собственной прецессией Томаса. ЛМН является единственным 

возможным голономным преобразованием при условии его соответствия неголономному дифферен-

циальному преобразованию Лоренца, если движение в данный момент времени стало равномерным. 

Специальное преобразование в неинерциальную радиально жёсткую 
систему отсчёта  

Данное преобразование из лабораторной инерциальной системы отсчёта 𝑆: (𝑇, R) в радиально 

жёсткую неинерциальную систему 𝑠: (𝑡, r), которая двигается без вращения относительно 𝑆 выглядит 

в виде [48]: 

 

2 2
0

2

2 2 2
0

vr
,

1 1

1 1 v
R r vr v .

1 1

t

t

dt
T

dt

 



  

 
 

 
  

 





                                     (П1.1) 

Здесь 𝑇, R соответственно время и координаты лабораторной инерциальной системы отсчёта 𝑆; 𝑡, 
r соответственно время и координаты неинерциальной системы 𝑠. Параметром этого преобразования 

является всего одна величина v(𝑡) (зависящая от времени 𝑡 системы 𝑠), поэтому такое орбитальное 

движение 𝑠 можно называть поступательным. Очевидно в случае v = const преобразование (П1.1) 

переходит в обычное преобразование Лоренца. В случае же, когда v расположена вдоль оси 𝑋 и по 

величине равна th   преобразование (П1.1) перейдёт в преобразование Мёллера [46], [16]: 

0 0

sh ch ,      sh ch ,     ,    ,

t t

T x d X x d Y y Z z                                  (П1.2) 

где 

0

,

t

Wdt    и W  – собственное ускорение системы отсчета вдоль оси Х.  
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Примечание. Физический смысл векторного параметра v в специальном преобразовании ЛМН 

заключается в том, что этот параметр является скоростью системы отсчёта, которая сопутствует 

системе 𝑠, но, в отличие от неё, не испытывает собственного вращения (т.е. подвергается прецессии 

Ферми – Уолкера). Скорость какой-либо точки системы 𝑠 определённым образом зависит от вектор-

ного параметра v и её координаты r. Таким образом, точки такой системы отсчёта в лабораторной 

системе совершают самосогласованное движение, своё для каждой точки. Данное движение является 

таким, чтобы собственные размеры неинерциальной системы в процессе движения оставались посто-

янными. Система отсчёта 𝑠 хотя и движется поступательно, но она имеет ещё и некоторое собствен-

ное вращение, определённым образом связанное с её орбитальным движением. Это вращение являет-

ся собственной прецессией Томаса. 

Так, например, подставив дифференциалы от (П1.1) в выражение для интервала инерциальной 

системы в прямоугольных координатах: 

2 2 2R ,ds dT d                                                               (П1.3) 

то получится интервал вида (П.6) для жёсткой, ускоренной с собственным ускорением W и вращаю-

щейся с собственной частотой прецессии Томаса Ω системы отсчёта [А4], где: 

   
2 2

2 2 2 2 2

v 1 1 1 1
W vv v,  = v v .

1 1 1
T

 

    

   
     

  
              (П1.4) 

Эта угловая скорость зависит от характера орбитального движения системы отсчёта. 

Пример: Преобразование в прямолинейно движущуюся вдоль оси 𝑋 равномерно ускоренную си-

стему отсчёта В этом случае в (П1.4) надо принять v v  и получим 
21

W






. Решение этого 

уравнения имеет следующий вид:  th ,   constWt k k    . Подстановка этого решения в (П1.4), 

приводит к следующему результирующему преобразованию: 

   
1 sh 1 ch

sh ,    ch .
Wx k Wx k

T Wt k X Wt k
W W W W

 
       

Рассмотрим теперь кратко вопросы, касающиеся преобразования в глобальную, радиально жёст-

кую неинерциальную систему отсчёта, которая относительно лабораторной системы может двигаться 

произвольно. Приведем начальные сведения о преобразовании в произвольную радиально жёсткую, 

неинерциальную систему отсчёта и рассмотрим формулы касающиеся матрицы вращения входящей в 

общее преобразование ЛМН. Затем, рассмотрим вращение Вигнера и форминвариантность общего 

преобразования после совершения буста. Далее рассматривается 4-мерная формулировка общего 

преобразования ЛМН и выяснен тетрадный смысл собственных характеристик системы отсчёта [27]. 

Общее преобразование в радиально жёсткую неинерциальную систе-
му отсчёта 

В том случае, если жёсткая система отсчёта 𝑠′: (𝑡, r′) имеет другую ориентацию, чем 𝑠, специаль-

ное преобразование ЛМН можно обобщить согласно замене:  

    ,   , 1, 2,3,r s a r s        

где a  есть матрица поворота.  

Таким образом, общее преобразование ЛМН имеет вид [27, 48]: 
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2 2
0

2

2 2 2
0

,
1 1

1 1
.

1 1

t

t

a r dt
T

dt
R a r a r

  


      



 

 
 

  


 

 

 
   

 





                                       (П1.5) 

Под a
 необходимо понимать матрицу собственного вращения.  

Итак, общее преобразование ЛМН производится в два этапа. На первом этапе производится пе-

реход в поступательно движущуюся систему отсчёта (специальное преобразование ЛМН), а на вто-

ром этапе производится переход во вращающуюся систему отсчёта с матрицей вращения a
. Соб-

ственное ускорение есть, таким образом, композиция формул (П1.4) и W a W    , т.е.: 

 
 

2

2 22

1 1
W vv ,

11
a


   


 

  
  

  

                                       (П1.6) 

а собственная угловая скорость - композиция второго выражения (П1.4) и a        , т.е.: 

 

2

2 2

1 1
.

1
a e     

  
 

 
   


                                          (П1.7) 

Отсюда имеем 

 

2

2 2

1 1
.

1
a e     

  
 

 
   


                                          (П1.8) 

В классической физике данные уравнения имеют вид: ,     .W a           Второе из 

этих уравнений можно решить относительно a
  отдельно от первого. Очевидно, в релятивистском 

случае, из-за наличия собственной прецессии Томаса формула (П1.6) не является независимой от 

(П1.7). 

Общее 4-мерное ЛМН - преобразование  

Для представления общего ЛМН-преобразования в 4-мерной форме рассмотрим следующие 4 

величины, состоящие из 4 компонент (см. Часть 2),  

 

 

0 00 0

2 2

2
0

2 2 2

1
, , ,

1 1

1 1
, , ,

1 1

i

i a
a a




 
      



 

 
 

  

 
      

  

  
      

   

                 (П1.9) 

где первый индекс у каждого символа отвечает за его номер, второй – за его компоненту, 
  опреде-

ляет 3-вектор скорости начала отсчёта неинерциальной системы. Данные величины удовлетворяют 

соотношениям ортонормированности: 

0 0 01,   0,   .i i i

i i i

                                                 (П1.10) 
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Смысл времени – подобного 4-вектора заключается в том, что он является единичным и каса-

тельным к мировой линии начала отсчёта системы 𝑠′. Смысл же пространственно-подобного 4-

вектора под номером 𝛼 заключается в том, что он является соответствующим ортом декартовой 

системы координат 𝑠′. В этом нетрудно убедиться, заметив, что 
0 ,i i   удовлетворяют равенствам 

ортонормированности (П1.10). Такой локальный ортонормированный комплекс четырёх 4-векторов 
0 ,i i  , один из которых (времени-подобный, 

0i ) расположен вдоль касательной к мировой линии 

начала отсчёта системы координат 𝑠′, а другие – пространственно-подобные (
i , 𝛽 = 1, 2, 3) явля-

ются направляющими ортами системы 𝑠′, как известно, называется тетрадой. Тогда общее преобразо-

вание ЛМН (П1.1) в систему 𝑠′ будет выглядеть в простом 4-мерном виде: 

0

0 0

0

,

x

i i iX x dx                                                                (П1.11) 

где 
0,x dx  представляют собой коэффициенты при 4-векторе. Дифференцируя (П1.11) получим: 

0 0.i i i idX dx x d dx                                                    (П1.12) 

После всех вычислений [27] имеем: 

0

0 2 2

1
.

1 1

d a
W e

dx

  
   

 


   

 
                                  (П1.13) 

Для производной компоненты 
  можно найти её следующее значение: 

2

0 2 2 2

1 1
.

1 1

d a
W e a e a

dx

  
         

 
  

  
      

 
             (П1.14) 

Уравнения (П1.13) и (П1.14) можно записать в единой форме как [28]: 

0

0
.

i
i id

W e
dx


   
                                                             (П1.15) 

Дифференцируя компоненты (П1.9) получим, что [27]:  

0

0
.

i
id

W
dx

 
                                                                    (П1.16) 

Из (П1.10) и (П1.15) очевиден тетрадный смысл характеристик систем отсчёта [28]: 

0

      0 0 0

1
,      ,     .

2

i i i

i i i

d d d
W e e

dx dx dx

  
        
                      (П1.17) 

Сумма в правой части (П1.15) является скоростью изменения триады 4-векторов 
i  относи-

тельно локальной невращающейся системы. Первый член в ней отвечает за перенос Ферми – Уолке-

ра, а второй член отвечает за наличие собственного вращения. Используя это соотношение, можно 

получить в (П1.12) разложение вектора 
idX  по векторам тетрады: 

   0 0 0 1 .i i idX dx x e dx dx x W                                 (П1.18) 

Равенство (П1.18) можно рассматривать как результат операции взятия квадратного корня из 4-

интервала.  
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Приложение 2: Ортонормированные реперы, перенос Ферми – Уолкера  

Пример: Ортонормированные реперы Четыре взаимно ортогональных единичных вектора обра-

зуют ортонормированный репер (ОР). Векторы ОР обозначают как 
 
i

a
 , где i  – контравариантный 

тензорный индекс, а a  – номер, позволяющий различать векторы ОР. Ковариантные компоненты 

того же самого ОР имеют вид 
   

i

ija i a
g  . Три из четырех векторов ОР пространственно подобны, 

один времени подобен. Традиционно векторы нумеруют так, чтобы 
 4

i  был времени подобен. Тогда 

условия ортонормируемости можно записать в виде: 
     
i

a b i ab
   , где 

 
   diag 1,1,1, 1
ab

ab
     

представляет собой инвариантную диагональную матрицу с указанными элементами. Она удовлетво-

ряет условию 
 

 
ab b

cac
   , и представляет собой корень квадратный из единицы с точки зрения 

теории матриц. Данное условие 
     
i

a b i ab
    можно представить в виде 

 
 bi b

i aa
    и как след-

ствие получим 
 

 ai i

j ja
   . Два ОР 

 
i

a
  и 

 a i
  связаны между собой, так как их пространственно-

подобные векторы совпадают, а времени подобные направлены противоположно.  

Два ОР, 
 
i

a
  и 

 
i

a
 , заданные в некоторой точке пространства – времени связаны друг с другом 

преобразованием Лоренца (в виде инвариантной матрицы Лоренца 
 

   
   

a a i

ib b
L   ) так, что если ОР 

совпадают, то L = 1, и 
 

 
   

   
 

       
,   

a a b ai i

j jb b b a
L L     . Любой тензор, как и вектор, можно разложить 

на компоненты по ОР 
 a

i . Эти компоненты инвариантны в тензорном смысле и зависят от выбора 

ОР: либо контра – , либо ковариантны относительно преобразований Лоренца для ОР.  

Пример: Геодезические кривые и вариационное исчисление Рассмотрим двумерное пространство, 

заданное параметрическими уравнениями:  ,i ix x u  и два векторных поля ,    
i i

i ix x
U V

u 

 
 
 

. 

Если от этих векторных полей взять абсолютные производные по   и u  соответственно, то получим 
i iU V

u

 

 
 . Данное уравнение является тензорным и выполняется для любой координатной системы 

(символы Кристоффеля в рассматриваемой точке равны нулю).  

Допустим теперь, что две кривые 
0C  и 

1C  соединены множеством кривых таких как 
0 1A A  и 

0 1B B  (см. рис. П2.1).  

 

Рис. П2. 1. Вариационная задача для геодезических с незакрепленными конечными точками   
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Семейство соединяющих кривых образует двумерное пространство, которое определяется урав-

нениями  ,i ix x u  , где параметр u  пробегает все значения между фиксированными значениями 

на концах (
0u  на 

0C  и 
1u  на 

1C  соответственно). Параметр   принимает постоянное значение на 

каждой из соединяющих кривой.  

Введем интеграл    
1

0

1 0

1

2

u i j

ij

u

x x
I u u g du

u u


 
 

  , взятый вдоль какой-либо из кривых 

const  . В ранее введенных обозначениях данный интеграл примет вид 

   
1

0

1 0

1

2

u

i j

ij

u

I u u g U U du    . Тогда из условия 

i iU V

u

 

 
  получим:  

       

   

1 1 1

0 0 0

1

1

0

0

1 0 1 0 1 0

1 0 1 0 .

u u uj i
i i j j

ij ij ij

u u u

u i
ui j j

ij u ij

u

dI V U
u u g U du u u g U V du u u g V du

d u u u

U
u u g U V u u g V du

u

 

  






      



    

  



  (П2.1) 

Если кривые 
0C  и 

1C  вырождаются в точки 
0 1,A A  (см. рис. 2), то получим семейство кривых с 

фиксированными концами. На концах 0jV   и (П2.1) имеет вид: 

 
1

0

1 0 .

u i
j

ij

u

dI U
u u g V du

d u



 
     

 

Рис. П2. 2. Вариационная задача для геодезических с фиксированными конечными точками 

Геодезическая определяется как кривая, на которой для вариаций, оставляющих фиксированны-

ми конечные точки, значение функционала I  стационарно, т.е. / 0dI d   для произвольных 
jV  

везде, кроме конечных точек. Таким образом, геодезическая удовлетворяет уравнениям:  

2

2
0.

i i i j k
i

jk

U dx d x dx dx

u u du du du du

 

 
                                             (П2.2) 

Примечание. Напомним, что для векторного поля, определенного на кривой  i ix x u , абсо-

лютная производная имеет вид 

i i b
i a

ab

U dU dx
U

u du du




   . 
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Уравнения (П2.2) допускают первый интеграл 
2 ,

i j

ij

dx dx
g k

du du
  или ds kdu , где constk   и 

  – индикатор для времени подобной или пространственно подобной геодезической. Геодезическую 

называют изотропной, если 0k  . Для неизотропной геодезической можно подобрать канонические 

параметры так, чтобы 1k  . Тогда для каждого такого параметра имеем du ds . Следовательно, 

уравнения (П2.2) можно записать в виде: 

2

2
0.

i i j k
i

jk

dx d x dx dx

s du ds ds ds




                                               (П2.3) 

 

Пример: Формулы Френе – Серре. Представляет особый интерес ОР, связанные с каждой точкой 

кривой С в пространстве-времени (особенно времени подобные кривые). Рассмотрим уравнения:  

,    ,    ,    
i i i i

i i i i i iA B C D
bB cC bA dD cB dC

s s s s

   

   
       .                  (П2.3) 

Имеют место условия 1, 1i i i i

i i i iA A B B C C D D     , коэффициенты ,b c  и d  являются не-

отрицательными скалярами. Если 

i
i dx

A
ds

  представляет единичный вектор, касательный к С, то 

данный вектор совместим с выражением условий нормирования. Тогда из (П2.3) определяются 

, ; , ; ,i i iB d C c D d  и се четыре вектора единичные и образуют ОР.  

Уравнения (П2.3) определяются как формулы Френе – Серре, величины, а величины , ,i i iB C D  

определяют первую, вторую и третью нормали к С соответственно; величины , ,b c d  представляют 

первую, вторую и третью кривизну. Геодезическая является простейшим примером из времени по-

добных кривых, для которой 0b c d   .  

Пример: Параллельный перенос и перенос Ферми –  Уолкера. Известно, что вектор 
iV  претерпе-

вает параллельный перенос Леви – Чивита вдоль кривой С, заданной уравнениями  i ix x u , если 

его абсолютная производная обращается в нуль: 0
iV

u




 . Это уравнение не меняет своей формы при 

преобразовании параметра u  и справедливо также для изотропной кривой С. При параллельном 

переносе не меняются величина вектора и скалярное произведение двух векторов: 

   

 

0 0,    0 

0.0

i
i i

i i

i
i

i

U d d
U U VV

u du du

dV
U V

duu









 
    

 
  

 

                                        (П2.4)  

Уравнение 0
iV

u




  определяет вектор 

iV  вдоль С, если 
iV  заданы в какой-либо одной точке на 

С. Из (П2.4) видно, что ОР 
 
i

a
  остается ОР при параллельном переносе. Если параллельному пере-

носу подвергается также и вектор 
iV , то его компоненты  a

V  в ОР остаются постоянными. Единич-

ный вектор, касательный к геодезической, претерпевает параллельный перенос, как следует из (П2.3) 

в виде 0
idx

s ds




 .  
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В случае изотропной геодезической касательный вектор /idx du  подвергается параллельному 

переносу при условии, что u  есть канонический параметр. В этом случае 0
idx

u du




 .  

Рассмотрим теперь времени подобную кривую С, заданную уравнениями  i ix x s . Запишем 

единичный касательный вектор в виде /i iA dx ds . Перенос Ферми – Уолкера определяется как 

перенос вектора 
iF  вдоль С в виде уравнения (см. Часть 1) : 

  ,
i

i j j i

j

F
bF A B A B

s




                                                       (П2.5) 

где 
iB  и b  представляют собой соответственно первую нормаль и первую кривизну С в соответ-

ствии с (П2.3). Уравнение (П2.5), как и в случае параллельного переноса, определяет 
iF  вдоль С, 

если 
iF  заданы в какой либо одной точке на С. В силу (П2.3) единичный касательный вектор 

iA  

автоматически претерпевает перенос Ферми – Уолкера и имеет место соотношение ( 0i

iA B  ): 

 .
i

i j j i

j

A
bA A B A B

s




                                                       (П2.6) 

Примечание. С точки зрения математики перенос Ферми – Уолкера имеет сходство с параллель-

ным переносом Леви – Чивита в смысле сохранения нормы вектора и скалярного произведения. В 

этом случае, если 
iU  и 

iV  одновременно подвергаются переносу Ферми – Уолкера, то имеет место 

следующие соотношения: 

   

    

2 2 0,

0.

i
i i j j i

i i i j

i i
i i j j i

i i i i j i j

d V
VV V bVV A B A B

ds s

d V U
U V U V b U V VU A B A B

ds s s





 

 

   

     

           (П2.7) 

Таким образом, как и при параллельном переносе, при переносе Ферми – Уолкера сохраняются 

ОР и компоненты вектора в ОР [3]. Несмотря на то обстоятельство, что параллельный перенос опре-

деляется более простым выражением, чем перенос Ферми – Уолкера, в некоторых физических при-

ложениях последний оказывается более важным.  

На рис. П2. 3 приведено физическое пояснение различий в моделях параллельного переноса.  

 

Рис. П2. 3. Модели параллельного переноса (а) параллельный перенос; (б) перенос Ферми – Уолкера 



Электронный журнал «Системный анализ в науке и образовании»                        Выпуск №3, 2015 год 
 

36 

 

 

 

 

Допустим, что ОР выбран так, что его четвертый вектор является касательным к С в некоторой 

точке (т.е., 
 4

i iA  ). Тогда при параллельном переносе 
 4

i  отклонится от 
iA  (если С не геодезиче-

ская кривая). Однако при переносе Ферми – Уолкера 
 4

i  остается касательным. Следовательно, 

перенос Ферми – Уолкера сохраняет ОР вдоль С, а также сохраняет ортонормированный 3-репер, 

ортогональный к С. В результате образуется пространственная система координат для наблюдателя, 

движущегося в пространстве – времени вдоль С. Такая система позволяет обеспечить правильное 

релятивистское обобщение ньютоновского понятия невращающейся системы отсчета. В случае когда 

С – геодезическая, параллельный перенос и перенос Ферми – Уолкера совпадают (в (П2.6) необходи-

мо принять 0b  ) при условии, что С – неизотропная геодезическая (перенос Ферми – Уолкера 

связан с s  и оказывается неопределенным вдоль любой изотропной линии).  

Пример. Рассмотрим случай, когда ОР 
 
i

a
  подвергнут переносу Ферми – Уолкера так, что 

 
i i

a
A   и представляет собой единичный вектор, касательный к С. Поскольку каждый из четырех 

векторов 
 

/i

a
s   можно отнести к реперу, то получим 

 

 
 

 

i

a bc i

ab c
Q

s


 


 , где 

              4 4
,    i

iad a d d a a a
Q b B B B B      определяют инвариантные компоненты вектора первой 

нормали в 4-репере. Инвариантная матрица характеризует поведение ОР при переносе Ферми – 

Уолкера, кососимметрична и все ее элементы тождественно равны нулю, за исключением следую-

щих:      4 4
,   = 1, 2, 3.Q Q bB

  
    Если перенос Ферми – Уолкера применить к вектору, орто-

гональному в некоторой точке на С к касательному вектору 
iA , то ортогональность сохраняется. В 

этом случае (П2.6) примет вид: 

.
i

i j

j

F
bA F B

s




                                                                    (П2.8) 

Правило переноса (П2. 8) называется переносом Ферми.  

Примечание. С точки зрения формального описания переноса Ферми – Уолкера и Ферми между 

пространственно подобной кривой и времени подобной кривой большого различия нет. Достаточно 

поменять знак в (П2.6) и (П2.8) и тогда для пространственно подобной кривой С можно дать следу-

ющие определения: 

Перенос Ферми – Уолкера:   ,i i j j i

jDF F A DA A DA     

Перенос Ферми:  .i i j

jDF A F DA    

Приложение 3: Координаты Ферми  

В 1922г. Ферми показал, что для заданной кривой в римановом пространстве возможно ввести 

координаты вблизи от данной кривой таким образом, что символы Кристоффеля будут равны нулю 

вдоль данной кривой и метрика в прямоугольных координатах будет соответствовать локально плос-

кому пространству-времени. Далее Синг [3] показал, что эти координаты формируют не вращающу-

юся систему наблюдателя в гравитационном поле. Результирующие координаты называются нор-

мальными координатами Ферми по аналогии нормальными координатами Римана, для которых 

метрика пространства-времени:  
32 1

3
ds R x x O x dx dx   

 
       

. Координаты Ферми 

удовлетворяют условиям ,   0C Cg 

      вдоль геодезической C . С физической точки 

зрения пользоваться удобнее координатами, связанными с времени подобной кривой, а не с отдель-
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ной точкой. Времени подобная кривая интерпретируется как «история» (мировая линия) наблюдателя 

и непосредственно связаны с экспериментом. Допустим, что С – времени-подобная кривая, а 
0P  – 

некоторая точка на данной кривой (см. рис. П3. 1, а).  
 

     
                                                 (а)                                                                                 (б) 

Рис. П3. 1. Координаты Ферми, отнесенные к времени подобной базисной линии С  

(а) нормальные координаты Ферми, (б) геометрия координат Ферми 

Предположим, что 
 
i

a
  – ортонормированный 4-репер (ОР), переносимый вдоль кривой С по-

средством переноса Ферми – Уолкера, 
 4

i  – вектор, касательный к кривой С. Предположим также, 

что ,i iA B  и b  являются единичным вектором, касательным к кривой С, первой единичной норма-

лью к ней и ее первой кривизной, так, что аналогично (П2. 8) имеем 
   
i i j

ja a
bA B

s


 


 , 

 4

i iA  , где 

как и ранее греческие индексы принимают значения 1,2,3,4, а s  представляет собой меру кривой С от 

точки 
0P  до точки. Предположим, что P  – некоторая точка в пространстве-времени такая, что через 

нее можно провести единственную геодезическую, пересекающую кривую С в точке P  и ортого-

нальную к ней в точке пересечения. Пусть s  и   определяют меры отрезков 
0P P  и PP  соответ-

ственно.  

Введем единичный вектор 
i , касательный к отрезку PP  в точке P , при этом PP , естествен-

но, пространственноподобен, так как ортогонален к времени подобной кривой С. Контравариантные 

координаты Ферми точки P  относительно базисной линии С определяются с помощью соотноше-

ний 
     4

,   i

iX X s
 

   , а ковариантные координаты Ферми: 

   
   

   
   4

4 4
,   

b b

ab b
X X X X X X




      . 

Таким образом, для первых трех координат контравариантная и ковариантная формы совпадают, 

а для четвертой координаты переход от одной формы к другой сопряжен с изменением знака. Коор-

динаты Ферми представляют собой двухточечные инварианты, связанные с кривой, т.е. инварианты 

определенные в заданном пространстве-времени двумя точками P  и 
0P , и кривой С, которая может 

быть и геодезической. С геометрической точки зрения рассмотренные выше координаты Ферми 

являются простейшими из координат, которые можно определить с помощью времени подобной 

базисной линии С.  
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Пример. Для более детального описания построения координат Ферми выберем точку 
0P  как ис-

ходную и ортонормальное множество векторов 
0 1 2 3, , ,e e e e  в качестве фиксированной системы отсче-

та для точки 
0P  (см. рис. П3.1,б), принадлежащей геодезической С, которая описывается уравнением 

 P h  . Условие, что С «стартует из точки 
0P » удовлетворяет  0 0P h . Для точки 

0P  касатель-

ным вектором является  0 0e , а для С касательным вектором является  0e  . Поскольку С является 

геодезической кривой, то касательные вектора в двух разных точках связаны параллельным перено-

сом. Аналогичным образом определяются вектора   ,  1, 2,3ie i   как вектора, принадлежащие 

 h   и полученных параллельным перемещением вдоль геодезической С из  0i ie e  в точке 

 0 0P h . Координаты Ферми x
 зададим следующим образом. Предположим, что 

0e  является 

времени подобным вектором, а 
ie  – пространственно подобными векторами. Тогда для определения 

x
, построим в точке  0h x  (вдоль С при 

0x  ) единичный вектор  0v ,  / ,i i i

ie x x s    и 

       
2 2 2 2

2 1 2 3is x x x x    . Существует единственная геодезическая  0; ;iP h x    с пара-

метром  . Тогда    0; ;iP x h x s   определяет точку с координатами Ферми с мерой расстояния 

s . Точка  P x
 с заданными нормальными координатами Ферми x

 определяется для собственно-

го времени 
0x   и затем определяется ортогональная геодезическая для расстояния s . Данная 

вторая пространственноподобная геодезическая  0 1, ,ih x x s 
 определяется при 0  ; при ее 

пересечении с кривой С касательный вектор в точке пересечения переносится параллельно из точки 

 0 0P h  вдоль С с направляющим косинусом 
1ix s  относительно базовых векторов 

ie . Данное 

обстоятельство пояснено на рис. П3. 1, б [40]. 
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