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В работе изложен параллельный алгоритм, созданный на основе метода критических компонент ре-

шения плохо обусловленных систем уравнений. Приведены сравнительные характеристики параллельного 
алгоритма  с пакетом ScaLAPACK. Рассмотрены возможности применения пакета в других задачах. 
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Введение 

Многие задачи современной теоретической и математической физики, обработки эксперимен-
тальных данных, моделирования сложных физических явлений и установок, управления динамиче-
скими процессами [1-7] приводятся к алгебраическим уравнениям, а именно решению систем урав-
нений с трехдиагональными и блочно-трехдиагональными матрицами. В частности в работе [8] 
изучена структура ядер, смоделировано нуклон-нуклонное взаимодействие в двух- и трехтельном 
случаях, соответственно диагонализуемая матрица большого порядка ( 109) приведена в трехдиаго-
нальному виду методом Ланцоща [9]. В работе [10] результирующая матрица уравнения метода 
конечных элементов (Finite Element Method – FEM), основанного на уравнениях Максвелла, имеет 
трехдиагональный вид. Подход, развитый в работе [11], направлен на эффективное определение 
плотности резонансных состояний с применением стабилизирующего метода и с использованием 
свойств последовательности Штурма [12, 13] трехдиагональной матрицы. В работе [14] приведена 
одномерная ферми-модель, где основные вычислительные процедуры проводятся набором трехдиа-
гональных матриц с фиксированными внедиагональными и переменными диагональными элемента-
ми. В работе [7] показана эффективность блочной факторизации трехдиагональных и им обратных 
матриц в задачах обработки экспериментальных данных в физике высоких энергий. В работе [15] 
рассмотрен метод для задачи стабилизации сопротивления магнитной газодинамики (magnetohydro-
dynamics – MHD). Основное уравнение задачи приводится к численной задаче на собственные значе-
ния с блочно-трехдиагональными матрицами. 

Подобные физические задачи требуют не только тщательного изучения структуры (блочно) 
трехдиагональных матриц, но и умелой работы с большими порядками таких структур, контроля 
погрешностей при решении проблем. Поэтому практическое использование существующих пакетов 
программ и сравнительный анализ результатов расчетов на их основе показывают [14-16], что в 
случае плохой обусловленности поставленная задача разработки эффективного алгоритма еще не 
решена окончательно. 

1. Параллельные алгоритмы метода критических компонент 

Основы метода критических компонент изложены в работе [17]. В основе метода критических 
компонент, которым реально решаются системы: 
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лежат обобщенные последовательности: 

                      1
1 2 1= , = , = 2,3,..., ,i i i i iq p r q i m
          (2) 
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1 1 1 1G = G ,G = , = 1,..., 2,1,i i i i i m mq r p q i m
          (3) 

анализ вычислительных свойств, которых имеется в [18, 19]. 

Численная устойчивость и высокая эффективность метода показана в применениях к реальным 
задачам [20, 21], и связана с точным подбором машинных констант [22].  

Для того, чтобы построить параллельный алгоритм решения задачи (1) факторизуем матрицы C в 
виде DS факторизации следующим образом: 
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где 1= , = ,k k
in iB r B p E   – единичная матрица, k

ijB  – элементы обратной матрицы к Ck, размерность 
которой равна на n. Матрицу S также можно факторизовать в виде S = LR, где 
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Воспользуясь данными представлениями можно сформулировать следующий алгоритм. 

Алгоритм 1 (случай хорошо обусловленности матрицы системы). 
1. Найти решения хорошо обусловленной системы =k k kC X Y , k = 1,2,… .  

2. Вычисления 1
11= ,k k

k k k nn kQ q p B r r B p   1
1 1= ,k

k k nR r B r
   1

1 1= k
k k nP p B p
   и элементов 

вектора Ŷ : 1
1ˆ = k k

k k k n ky y p x r x   . 

3. Решение системы ˆ=X Y . 
4. Решение системы =RX X . 
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Плохая обусловленность матрицы C (1) отражается в плохой обусловленности матриц Ck и . 
Вырожденность матриц Ck может возникнуть в двух случаях:  ii+1 = 0 и n+1 = 0, в 
соответствующих k-блоках факторизации. В первом случае, размер матрицы Ck  уменьшим сначала 
на одну единицу, соответственно увеличится размер матрицы . Причем алгоритм вычисления 
решения будет иметь схожий вид с алгоритмом для хорошо обусловленной системы.  Во втором 
случае, размер матрицы Ck увеличится на одну единицу с конца, соответственно размер матрицы  
уменьшится.  

Алгоритм вычисления во втором случае имеет следующий вид.  

В реальном случае, для плохо обусловленных систем, чаще всего встретится комбинированный 
случай всех выше перечисленных вариантов. Тогда алгоритм параллельного вычисления решения 
системы (1)  будет иметь следующий вид.  

2. Результаты и обсуждения 

На основе приведенных выше алгоритмов создан пакет параллельных программ, реализующий 
решения систем уравнений (1) общего вида. Для решения хорошо обусловленных систем kkk YXC = , 
в отдельных процессорах, применялась подпрограмма Lin3dsysccmSolver пакета JINRLINPACK [23]. 
Для решения систем уравнений с индуцированной матрицей  применялся метод встречной 
прогонки. При этом отдельные элементы прогоночной последовательности формировались в 
отдельных процессорах и организована оптимальная передача лишь прогоночных коэффициентов. 
Формирования вектора решения системы YX ˆ=  осуществлялось без передачи прогоночных 
элементов между процессорами. 

Получены результаты вычисления решения системы (1) на четырех процессорах с различными 
порядками системы: N = 1 000; 10 000; 100 000; 1 000 000; 10 000 000. Время вычисления решения 
было сравнено с характеристиками пакета ScaLAPACK [24]. На рис. 1 приведены сравнительные 
характеристики времени вычислений подпрограмм Lin3dpsysccmSolver параллельного пакета 
JINRLINPACK и PDDTSV пакета ScaLAPACK. 

Для вычисления решения системы (1) порядка 106 пакет Lin3dpsysccmSolver тратит 0.05 сек. 
времени, а пакет PDDTSV – 0.07 сек. Существенное отличие проявляется в системе порядка 107. 
Соответствующие данные отличаются примерно на 0.12 сек., что составляет примерно 1.25 раза 
выиграша по времени. 

Алгоритм 2 (случай плохо обусловленности матрицы системы). 
1. Найти решения хорошо обусловленной системы kkk YXC = , k = 1,2,… .  

2. Вычисления 1
11= ,k k

k k k nn kQ q p B r r B p   2
2 1 1= ,nR r B r  4

4 4 1= ,nP p B p  3
3 1= ,nR B r  3

3 1= ,nP B p  
4

4 1= ,nR B r  2
2 1= nP B p   и элементов вектора Ŷ : 1

1ˆ = k k
k k k n ky y p x r x   . 

3. Решение системы ˆ=X Y . 
4. Решение системы =RX X . 

 

Алгоритм 3 (случай плохо обусловленности матрицы системы). 
1. Найти решения хорошо обусловленной системы kkk YXC = , k = 1,2,… .  

2. Вычисления 1
1 1 1 1= ,nnQ q p B r  2

2 2 2 11= ,Q q r B p  3 4
3 3 3 3 11= ,nnQ q p B r r B p   2

2 2 1= ,nR r B r  
3

3 3 1= ,nP p B p  3
3 1= ,nR B r  2

2 1= nP B p  и элементов вектора Ŷ : 1 2
1 1 1 2 2 2 1ˆ ˆ= , = ,ny y p x y y r x   

3 4
3 3 3 3 1ˆ = ny y p x r x  . 

3. Решение системы ˆ=X Y . 
4. Решение системы =RX X . 
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Рис. 1. Сравнения характеристик параллельных алгоритмов JINRLINPACK и ScaLAPACK 

Заключение 

В настоящей работе был приведен краткий обзор круга задач, решаемых численными методами 
линейной алгебры. Основное внимание уделено  методам решения систем уравнений с (блочно-) 
трехдиагональными матрицами. 

Приведены также параллельные алгоритмы решения систем уравнений с трехдиагональными 
матрицами общего вида. Показана структурная идентичность алгоритмов для систем с хорошо обу-
словленными матрицами и систем с плохо обусловленными матрицами. 

Созданная программа в сравнении с пакетом ScaLAPACK показывает, в среднем, лучшие харак-
теристики по времени вычисления.  
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